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La recherche sur le traitement nume´rique des images s’intensifie depuis quelques anne´es. On peut
trouver plusieurs causes a` cette e´volution. Premie`rement, les ordinateurs, les te´le´phones portables et
les came´ras deviennent des outils de consommation courants et permettent la cre´ation de nouvelles ap-
plications, dans des domaines tels que la surveillance ou le multime´dia. Deuxie`mement, des avance´es
re´centes dans les techniques d’acquisition de donne´es (e´chographie, tomographie, e´chantillonnage
compressif...) recquie`rent des traitements nume´riques de plus en plus complexes. Si le de´veloppement
a` grande e´chelle des te´le´phones portables est un changement dont l’inte´reˆt social, e´conomique et
e´cologique est discutable, il nous semble que les progre`s plus fondamentaux dans l’observation de
l’infiniment petit (microscopie), de l’infiniment grand (te´le´scopes), des plane`tes (satellites) ou de
l’inte´rieur de la matie`re (tomographie ou e´chographie), peuvent encore mener a` des avance´es sub-
stantielles dans la compre´hension du corps humain ou de l’univers. Ces proble`mes me´ritent a` notre
avis que l’on s’y attarde, et nous apporterons une contribution a` l’e´tude de certains d’entre eux dans
ce manuscrit.
Ce manuscrit est divise´ en deux parties inde´pendantes. Dans la premie`re, nous proposons des algo-
rithmes rapides pour la reconstruction d’images ou des applications re´centes telles que la de´composition
d’images en texture et en ge´ome´trie. Dans la deuxie`me partie, nous nous inte´ressons au proble`me de
la de´tection de changements entre des paires d’images de te´le´de´tection. Dans les deux paragraphes
suivants, nous motivons brie`vement ces travaux.
Re´solution rapide de proble`mes d’optimisation
Les avance´es technologiques et les applications envisage´es aujourd’hui me`nent a` des proble`mes
nume´riques de plus en plus complexes. L’un des principaux fle´aux a` surmonter est le volume croissant
des donne´es. Donnons quelques exemples. L’image d’un appareil photo grand public est aujourd’hui
de 4000 × 2600 pixels soit 107 pixels. Un pixel du satellite d’observation Quickbird repre´sente une
surface au sol de 60 par 60 centime`tres. Une image de l’Alsace - ma re´gion natale - est donc constitue´e
de plus de 1010 pixels. Une se´quence vide´o d’une heure trente sur un DVD contient environ 1011
pixels. Une image 3D d’une plane`te peut de´passer 1012 voxels ! Bien que la puissance des calculateurs
augmente re´gulie`rement, traiter de tels volumes de donne´es en un temps raisonnable reste un de´fi
majeur. De plus, les chercheurs reˆvent aujourd’hui a` de nouvelles techniques d’imagerie en “temps
re´el”. On peut penser, par exemple, a` l’acquisition d’images me´dicales lors d’une ope´ration, en vue
d’assister un chirurgien. Ces conside´rations font qu’il est crucial, lorsqu’on pose un proble`me, de
savoir s’il mode´lise de fac¸on pertinente le phe´nome`ne physique sous-jacent, mais aussi d’e´valuer s’il
peut ou s’il pourra eˆtre re´solu efficacement.
Dans la premie`re partie de ce manuscrit, nous allons nous inte´resser a` des me´thodes de traitement
d’images reposant sur des proble`mes d’optimisation dits convexes. Une caracte´ristique appre´ciable
de ces proble`mes est justement que l’on sait les re´soudre de fac¸on approche´e en des temps courts.
Ceci leur vaut d’eˆtre utilise´s et e´tudie´s tre`s largement. Par exemple, on trouve plus de 50 articles de
revues internationales sur la minimisation de la variation totale. Une telle abondance est souhaitable,
car elle permet au domaine de progresser rapidement, mais elle pre´sente aussi un inconve´nient : il
devient difficile de savoir quelle me´thode adopter. A quelques exceptions re´centes pre`s, on ne trouve
pas dans la litte´rature d’e´valuations the´oriques de la rapidite´ de convergence des algorithmes. Celles-ci
permettraient une e´valuation rapide des me´thodes.
Dans la premie`re partie de ce manuscrit, nous essayons de reme´dier a` ce proble`me. Nous pre´sentons
d’abord plusieurs techniques classiques d’optimisation. Nous e´valuons syste´matiquement leur effica-
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cite´ the´orique. Nous proposons ensuite des me´thodes originales en cherchant a` maximiser leurs taux
de convergence. Nous comparons ces algorithmes expe´rimentalement sur de nombreux proble`mes.
Il ressort de cette comparaison que le classement the´orique des me´thodes est effectivement respecte´.
De plus, les me´thodes que nous proposons sont effectivement les plus rapides. Elles repre´sentent a`
notre connaissance l’e´tat de l’art des me´thodes de premier ordre. Notons que ces re´sultats reposent
essentiellement sur des travaux the´oriques re´cents de Yurii Nesterov.
Ces algorithmes peuvent servir a` la reconstruction de nombreuses modalite´s d’images (images
optiques, tomographiques, radar,...). Dans ce manuscrit, nous conside`rerons plusieurs types de pertur-
bations telles que les bruits gaussiens, uniformes, impulsionnels, les bruits de compressions, les effets
de flou ou encore l’e´chantillonnage irre´gulier. Nous nous inte´ressons aussi a` des proble`mes tels que
la de´composition d’images en texture et en ge´ome´trie ou la de´composition d’images sur des diction-
naires.
De´tection de changements en milieu urbain
Dans la deuxie`me partie de cette the`se, nous nous concentrons sur une application pre´cise du trai-
tement d’images : la de´tection de changements entre deux images satellitaires de zones urbaines. Ce
proble`me inte´resse particulie`rement les instituts de cartographie tels que l’IGN, qui de´sirent mettre a`
jour re´gulie`rement des cartes des villes. La pe´riphe´rie de certaines villes telles que Mexico ou Pe´kin
croıˆt aujourd’hui de manie`re incontroˆlable et une telle approche est - e´tonnament - indispensable.
La de´tection de changements peut aussi servir a` l’e´valuation de de´gats apre`s des catastrophes natu-
relles (tremblements de terres, tempeˆtes) ou moins naturelles (conflits arme´s). Finalement, plusieurs
organismes aimeraient l’utiliser a` des fins de surveillance (piscines illicites, de´tection d’installations
nucle´aires,...).
Ce proble`me est particulie`rement difficile, et a` notre connaissance, il n’existe pas encore de
me´thode vraiment fonctionnelle pour le re´soudre, bien que plusieurs laboratoires se concentrent es-
sentiellement sur ce proble`me. Une des difficulte´s principales a` surmonter consiste a` s’affranchir des
conditions d’illuminations variables entre les deux prises de vue. Cet obstacle va nous mener, dans ce
travail, a` analyser l’invariance des lignes de niveau aux conditions d’e´clairement. On obtient plusieurs
re´sultats :
– Nous rede´finissons les lignes de niveau pour qu’elles jouissent de proprie´te´s d’invariance plus
satisfaisantes qu’avec la de´finition classique.
– Nous ciblons pre´cise´ment quelles applications peuvent effectivement eˆtre construites a` partir
des lignes de niveau.
– En particulier, nous montrons qu’elles sont un bon outil pour la de´tection de changements sur
des zones urbaines.
– Nous proposons alors un algorithme simple de de´tection reposant sur un proble`me d’optimisa-
tion convexe.
– Finalement, nous validons notre mode`le expe´rimentalement sur des images de synthe`se et des
images naturelles. Cette e´tude montre une supe´riorite´ the´orique et pratique de notre me´thode
par rapport a` plusieurs approches courantes. Outre ses performances satisfaisantes, une autre
proprie´te´ inte´ressante de cet algorithme est qu’il est tre`s rapide (de l’ordre de la seconde sur une
image 1000 × 1000).
Pour conclure cette introduction, nous proposons un petit jeu (figure 1). Il faut trouver sept diffe´rences
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entre les deux images malgre´ un changement de contraste monotone global. Notre algorithme de
de´tection de changements est capable de re´soudre ce proble`me instantane´ment. Et vous ? Pour ve´rifier
votre solution, il faudra bien lire ce manuscrit. La solution est cache´e dedans...
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Fig. 1 – Les sept diffe´rences. En haut : image au temps t1. En bas : image au temps t2. Proble`me :
trouver les sept diffe´rences malgre´ le changement de contraste.
Premie`re partie
Me´thodes de premier ordre rapides pour
l’optimisation convexe.
Applications au traitement d’images
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Chapitre 1
Introduction
1.1 Pourquoi l’optimisation convexe ?
Une grande partie de cette the`se a e´te´ consacre´e a` l’e´tude et a` la re´solution nume´rique de proble`mes
d’optimisation convexe. Je tiens a` retracer ici le cheminement qui m’a amene´ a` ces proble`mes, car il
est a` l’origine de ma de´marche scientifique et je pense qu’il permettra de mieux e´valuer l’impact des
re´sultats propose´s dans cette the`se.
Le premier proble`me que mes directeurs de the`se m’ont propose´ est la de´composition en texture
et en ge´ome´trie d’images couleur ou multispectrales. Ce proble`me fait suite aux travaux de the`se de
J.F. Aujol [Aujol et al., 2005]. Une de´marche naturelle pour effectuer cette de´composition consiste
simplement a` remplacer la variation totale classique par la variation totale couleur [Chan et al., 2001;
Blomgren et Chan, 1998] puis a` utiliser l’algorithme convergent propose´ par J.F. Aujol et al. [Aujol et
al., 2005]. Apre`s quelques manipulations, le proble`me de de´composition d’une image couleur f ∈ Rn
peut s’e´crire sous la forme discre´tise´e suivante :
min
x+y= f
(F(x) +G(y)) (1.1)
ou` F et G sont deux fonctions convexes non diffe´rentiables de Rn. Les auteurs de [Aujol et al., 2005] se
sont aperc¸us qu’il peut eˆtre re´solu plus facilement en pe´nalisant la contrainte. Il proposent de re´soudre :
min
x,y
(
F(x) +G(y) + γ
2
| f − x − y|2
)
(1.2)
ou` γ ∈ R+ doit eˆtre choisi grand. Leur algorithme s’e´crit alors sous la forme suivante :
1. A y fixe´, re´soudre de fac¸on ite´rative : min
x
(
F(x) + γ
2
| f − x − y|2
)
2. A x fixe´, re´soudre de fac¸on ite´rative : min
y
(
G(y) + γ
2
| f − x − y|2
)
Ils montrent alors que cet algorithme converge vers la solution (x∗γ, y∗γ) de (1.2). Puis que :
lim
γ→∞
(x∗γ, y∗γ) = (x∗, y∗)
ou` (x∗, y∗) est la solution de (1.1). Cet algorithme a permis de re´soudre le proble`me de de´composition
de fac¸on bien plus pre´cise que les essais pionniers [Osher et Vese, 2003; Osher et al., 2003]. Cependant
de nombreuses questions restent en suspens :
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– Quelle est l’influence de γ sur la pre´cision de la solution ?
– Les proble`mes 1. et 2. sont re´solus de fac¸on ite´rative et donc inexacte. Or la preuve de conver-
gence repose sur le fait que ces deux sous-proble`mes sont re´solus de manie`re exacte. Quelle est
l’influence des erreurs ?
– Comment choisir le nombre d’ite´rations aux e´tapes 1. et 2. ?
On pre´sente dans cette the`se une me´thode de re´solution reposant elle aussi sur une perturbation
du proble`me. On e´value pre´cise´ment l’impact de cette perturbation et on montre qu’elle peut eˆtre
diminue´e de fac¸on ite´rative lors du processus de minimisation. On donne un taux de convergence de
notre me´thode vers une solution du proble`me (1.1). L’algorithme propose´ a pour seul parame`tre la
pre´cision souhaite´e ou le nombre d’ite´rations. Il a une efficacite´ nettement supe´rieure a` l’algorithme
propose´ dans [Aujol et al., 2005]. D’un point de vue pratique, ceci se traduit par une e´valuation
plus facile, pre´cise et rapide des qualite´s et de´fauts du mode`le de de´composition. Nous pensons donc
avoir re´pondu convenablement a` ces questions. La figure 1.1 montre un exemple de de´composition
en utilisant l’algorithme propose´ dans [Aujol et al., 2005] et celui propose´ dans ce manuscrit. Nous
avons utilise´ exactement les meˆmes parame`tres dans les deux me´thodes. On peut voir que les re´sultats
sont diffe´rents malgre´ les preuves de convergence. La solution de notre algorithme est plus proche du
re´sultat exact, la fonctions couˆt est en effet plus basse.
Un autre proble`me auquel je me suis interesse´ pendant cette the`se est celui des “extensions Lip-
schitz minimisantes” ou proble`me d’Aronsson [Aronsson, 1967; Aronsson et al., 2007]. Ce proble`me
intervient assez naturellement dans des proble`mes d’inpainting [Alvarez et al., 1993; Caselles et al.,
1998] 1. A notre connaissance sa meilleure application pratique en traitement du signal est l’interpo-
lation de mode`les nume´riques d’e´levation [Almansa et al., 2002]. Le proble`me est le suivant : soit Ω
un ouvert borne´ et g une fonction Lipschitz de´finie sur la frontie`re ∂Ω de Ω. On cherche une fonction
u ∈ W1,∞(Ω) telle que u = g sur ∂Ω et qui minimise la constante de Lipschitz :
sup
x,y∈Ω2
( |u(x) − u(y)|
|x − y|
)
La solution de ce proble`me n’est pas unique et parmi les solutions, on souhaite ge´ne´ralement
trouver la solution de viscosite´ [Crandall et al., 1992] (dans ce cas, celle qui minimise localement la
constante de Lispchitz). On peut montrer que cette solution est la limite quand p tend vers l’infini du
proble`me convexe suivant :
inf
u∈W1,p(Ω), u|∂Ω=g
(∫
Ω
|∇u|pdΩ
)
(1.3)
Pour trouver une solution au proble`me d’Aronsson nous avons essaye´ d’utiliser cette remarque.
En posant v = u − φ ou` φ est un rele`vement de g, le proble`me approche´ d’Aronsson devient :
inf
v∈W1,p(Ω), v|∂Ω=0
(∫
Ω
|∇(v + φ)|pdΩ
)
(1.4)
On peut montrer que le proble`me dual associe´ s’e´crit :
sup
q∈Lp(Ω)2 , div(q)=0
(
−α(p)
∫
Ω
|q|p′dΩ +
∫
Ω
q∇φdΩ
)
(1.5)
1en pratique ce mode`le est cependant mauvais pour interpoler des images naturelles car la donne´e doit eˆtre Lipschitz sur
le bord du domaine d’interpolation . Il interpole donc mal les contours !
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Fig. 1.1 – De´composition d’une image couleur. En haut : re´sultat obtenu avec l’algorithme des mini-
misations alternatives (30 minutes de calcul). En bas : re´sultat obtenu avec les me´thodes propose´es
dans cette the`se (10 minutes pour de´croıˆtre le saut de dualite´ d’un facteur 106).
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ou` 1p′+
1
p = 1 et α(p) est un parame`tre re´el. Nous avons tente´ de re´soudre ces proble`mes nume´riquement
en utilisant des e´le´ments finis et des me´thodes de premier ordre. Ces me´thodes ne fonctionnent pas :
la convergence est tre`s mauvaise. Ces difficulte´s ont souleve´ les questions suivantes :
– Quels sont les proble`mes qui peuvent eˆtre minimise´s efficacement par des me´thodes de premier
ordre ?
– Quand la dualite´ simplifie-t’elle les proble`mes de minimisation ?
Nous avons partiellement re´pondu a` ces questions. Une classe de fonctions qui peuvent eˆtre mini-
mise´es efficacement par des me´thodes de premier ordre sont les fonctions Lipschitz diffe´rentiables (les
normes lp avec p , 2 ne le sont pas !). On montrera que les proble`mes de minimisation d’une somme
de fonctions convexes et de fonctions fortement convexes peuvent eˆtre re´solus tre`s efficacement en
conside´rant les proble`mes duaux associe´s. Ces derniers ont en effet un gradient Lipschitz.
En ce qui concerne le proble`me d’Aronsson, une solution e´le´gante et efficace a e´te´ propose´e
pendant que nous travaillions sur ce proble`me. Nous re´fe´rons le lecteur inte´resse´ au travail de A.
Oberman[Oberman, 2005]. Ce dernier propose une solution convergente reposant sur des re´sultats de
[Barles et Souganidis., 1991].
1.2 Le cadre mathe´matique
On peut exprimer un proble`me d’optimisation dans diffe´rents cadres mathe´matiques. Diffe´rentes
“communaute´s” scientifiques proposent des algorithmes de minimisation adapte´s a` chaque niveau
d’abstraction. De fac¸on tre`s sche´matique on peut se´parer trois communaute´s :
1. Les informaticiens... Pour eux les fonctions a` minimiser vont d’un ensemble de cardinal fini tel
que {0, 1, ..., 255}n dans un autre ensemble de cardinal fini. Cette formulation est la plus adapte´e
a` la structure des ordinateurs. On peut trouver pour ces proble`mes une solution globale en un
nombre fini d’ope´rations. Ces proble`mes peuvent cependant eˆtre extreˆmement complique´s. La
difficulte´ est de re´duire l’espace de recherche le plus efficacement possible.
Cette approche est tre`s fructueuse puisqu’elle a permis a` Je´roˆme Darbon (communication per-
sonnelle) de re´soudre le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi et le proble`me BV−L1 en O(n log(n))
ope´rations. C’est a` ma connaissance l’approche la plus rapide pour re´soudre ces proble`mes (J.
Darbon a montre´ qu’elle est optimale). Ces algorithmes restent cependant adapte´s a` des classes
relativement restreintes de proble`mes.
2. Les nume´riciens... Pour eux les fonctions a` minimiser vont de Rn dans R. Ce cadre nous semble
assez naturel puisqu’en langage C, un nombre exprime´ au format double a environ 15 chiffres
significatifs. De plus les images nume´riques sont elles meˆmes discre`tes et forme´es d’un nombre
n fini de pixels. Les algorithmes propose´s par cette communaute´ peuvent souvent eˆtre e´tendus
aux espaces fonctionnels. Dans cette premie`re partie nous nous plac¸ons clairement dans ce cadre
de travail.
3. Les analystes... Ils posent les proble`mes d’optimisation dans des espaces fonctionnels tels que
les espaces de Sobolev, les espaces de Besov, l’espace BV ,... Cette de´marche pre´sente plu-
sieurs avantages. Elle s’applique dans un cadre plus ge´ne´ral que le pre´ce´dent et se transpose de
fac¸on triviale au cas discret. Elle peut servir pour des traitements analogiques, bien que ceux-ci
deviennent assez rares en traitement des images. Les preuves de convergence requie`rent sou-
vent plus d’hypothe`ses et peuvent apporter des informations plus fines sur le comportement des
me´thodes.
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Bien entendu, les trois “communaute´s” interagissent largement. De plus, on peut souvent montrer
que la solution d’un proble`me discre´tise´ converge vers la solution du proble`me continu sous-jacent
lorsque les pas d’e´chantillonnage tendent vers 0. Par exemple, les de´veloppement limite´s permettent
de montrer la convergence d’une solution discre`te dans des espaces de fonctions re´gulie`res tels que
W1,2. Dans certains cas la the´orie de la Gamma-convergence [Braides, 2002; Aubert et Kornprobst.,
2006] permet de montrer une convergence des solutions discre`tes vers les solutions continues dans des
espaces non hilbertiens. Poser les proble`mes dans Rn nous semble donc eˆtre une solution raisonnable
et on le verra, fructueuse.
1.3 Plan de la partie
Cette partie est de´coupe´e en 7 chapitres. Nous les de´crivons brie`vement ci-dessous :
– Chapitre 2 : il contient essentiellement des notations et des rappels d’optimisation convexe. Un
lecteur averti peut se contenter de lire les parties (2.3.3) et (2.3.4) qui contiennent des de´finitions
originales (fonctions simples et fonctions max). Tout au long du manuscrit, des renvois sont faits
vers cette partie.
– Chapitre 3 : c’est un chapitre bibliographique. Il contient des rappels sur les taux de convergence
des sche´mas de minimisation de premier ordre a` un pas (peu connus et re´cents). On montre que
la plupart des me´thodes d’optimisation a` un pas (descentes de gradient et ite´rations proximales
notamment) convergent en O
(
1
k
)
ou` k est le nombre d’ite´rations. On rappelle ensuite que la
the´orie de la complexite´ indique que les sche´mas de minimisation de premier ordre ont une
efficacite´ majore´e.
– Chapitre 4 : il contient les contributions me´thodologiques principales introduites dans cette
the`se. Nous pre´sentons d’abord un sche´ma d’optimisation multi-pas de premier ordre adapte´ a`
la minimisation de la somme d’une fonction simple et d’une fonction Lipschitz diffe´rentiable.
Ce sche´ma a e´te´ propose´ par Y. Nesterov [Nesterov, 2007a] et converge en O
(
1
k2
)
. Nous mon-
trons ensuite comment e´tendre cet algorithme au proble`me de la minimisation de la somme
d’une fonction max et d’une fonction fortement convexe. On pre´sente ensuite une me´thode
d’optimisation en O
(
1
k
)
adapte´e a` la minimisation de la somme d’une fonction max et d’une
fonction simple. Ces taux de convergence the´oriques repre´sentent a` notre connaissance l’e´tat de
l’art.
– Chapitre 5 : nous montrons d’abord que de nombreux proble`mes de restauration d’images
(de´bruitage, de´compression, de´convolution, agrandissement...) peuvent s’exprimer sous un for-
malisme unifie´ : on minimise une fonction convexe non-diffe´rentiable (ou mal conditionne´e)
sous des contraintes s’exprimant comme des normes lp de transforme´es affines. Nous montrons
ensuite comment appliquer les algorithmes du chapitre 4 pour re´soudre ces proble`mes.
– Chapitre 6 : nous montrons comment appliquer les algorithmes du chapitre 4 pour de´composer
des images en texture et en ge´ome´trie. Nous proposons (encore) un nouvel algorithme de
de´composition. Et montrons sa supe´riorite´ pratique.
– Chapitre 7 : nous comparons les me´thodes propose´es dans cette the`se avec plusieurs sche´mas
d’optimisation utilise´s re´cemment. Ces comparaisons donnent un avantage tre`s net aux me´thodes
propose´es et confirment les re´sultats the´oriques.
– Annexes : les annexes contiennent certains de´tails ne´cessaires pour re´imple´menter les algo-
rithmes. On pre´sente notamment la discre´tisation des ope´rateurs gradient et divergence pour les
images multispectrales, des algorithmes rapides de projection sur des boules lp ponde´re´es, et on
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de´taille entie`rement une me´thode de re´solution du proble`me de de´composition en texture et en
ge´ome´trie de Y. Meyer.
1.4 Contributions
Nous pensons que cette premie`re partie contient des contributions d’ordre me´thodologiques, ap-
plicatif et de synthe`se :
– Me´thodologique : nous pre´sentons plusieurs sche´mas d’optimisation originaux. Ces sche´mas
sont tre`s largement inspire´s des travaux de Y. Nesterov [Nesterov, 2005b; Nesterov, 2007a; Nes-
terov, 2004; Nesterov, 2005a]. Cependant, nous e´tendons ses travaux a` des classes de proble`mes
plus larges. De plus, nous proposons des variantes qui s’ave`rent plus efficaces en pratique.
– Applicatif : les algorithmes propose´s sont tre`s performants. Par exemple, le proble`me de Rudin-
Osher-Fatemi peut eˆtre re´solu a` raison de 3 images 300 × 300 par seconde sur un ordinateur
portable. Nous re´solvons certains proble`mes de fac¸on pre´cise, ce qui n’e´tait pas le cas jus-
qu’a` pre´sent. Ceci permet par exemple d’e´valuer avec pre´cision les limites des mode`les de
de´compression ou de de´compositions d’images. De plus, la rapidite´ de ces algorithmes peut
encourager les industriels a` utiliser les mode`les reposant sur des proble`mes d’optimisation.
– Synthe`se : nous pre´sentons de fac¸on synthe´tique les re´sultats de convergence des me´thodes
d’optimisation de premier ordre. Nous de´taillons notamment de vastes classes de proble`mes qui
peuvent eˆtre re´solus efficacement. A notre connaissance les re´sultats de convergence pre´sente´s
repre´sentent l’e´tat de l’art des me´thodes de premier ordre. Nous pre´sentons aussi de fac¸on
unifie´e le proble`me de la restauration d’images. Ceci nous permet d’utiliser un algorithme
unique pour re´soudre de tre`s nombreux proble`mes a` premie`re vue e´loigne´s. Ceux-ci e´taient
jusqu’a` pre´sent re´solus avec des algorithmes ayant une efficacite´ tre`s variable.
Chapitre 2
Notations et rappels d’optimisation
convexe
2.1 Notations
Dans cette partie, nous de´crivons quelques notations que nous utiliserons tout au long de manus-
crit.
Nous noterons X = Rn et Y = Rm. Soit :
min
x∈K⊂X
( f (x)) (2.1)
un proble`me d’optimisation. X∗ repre´sente l’ensemble de ses minimiseurs. x∗ repre´sente un de ses
minimiseurs. f ∗ = f (x∗) est la valeur du minimum.
Soit x ∈ X, xi ∈ R repre´sente la i-e`me composante de x.
〈·, ·〉X repre´sente un produit scalaire sur X. Sauf si on le pre´cise, ce produit scalaire sera le produit
scalaire canonique. Pour x1, x2 ∈ X on aura :
〈x1, x2〉X =
n∑
i=1
x1i x
2
i (2.2)
〈·, ·〉Y repre´sente le produit scalaire sur Y . Sauf si on le pre´cise, ce produit scalaire sera le produit
scalaire canonique.
| · |X et | · |Y repre´sentent les normes associe´es aux produits scalaires. Pour x ∈ X, on a :
|x|X =
√
〈x, x〉 (2.3)
| · |lp(X), p ∈ [1,∞[ est la norme lp sur X :
|x|lp(X) =
 n∑
i=1
|xi|p

1/p
(2.4)
| · |l∞(X) est la norme l∞ sur X :
|x|l∞(X) = max
i∈{1,2,...,n}
(|xi|) (2.5)
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Soit A : X → Y une transforme´e line´aire. A∗ repre´sente son conjugue´ complexe. A−∗ repre´sente le
conjugue´ complexe de A−1.
De´finition 2.1 (Norme euclidienne d’un ope´rateur). Soit B : X → Y un ope´rateur line´aire. La norme
de B est de´finie par :
||B|| = max
x∈X,|x|X≤1
(|Bx|Y)
2.2 Rappels d’optimisation convexe
Dans cette partie, on rappelle tre`s rapidement les notions d’analyse convexe indispensables a`
la compre´hension de ce manuscrit. Le lecteur inte´resse´ par la preuve des diffe´rentes propositions
e´nonce´es peut se re´fe´rer aux manuscrits classiques [Rockafellar, 1970; Ekeland et Temam, 1976;
Hiriart-Urruty et Lemarechal, 1996; Polyak, 1987; Nesterov, 2004].
De´finition 2.2 (Domaine d’une fonction). Soit f : X → R une fonction. Le domaine de f note´ dom( f ),
est de´fini par dom( f ) = {x ∈ X, f (x) < ∞}.
Par la suite on supposera toujours que dom( f ) , ∅.
De´finition 2.3 (Fonction convexe). Soit f : X → R une fonction. Cette fonction est dite convexe si
dom( f ) est convexe et si ∀λ ∈ [0, 1], ∀(x, y) ∈ dom( f ) :
f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) (2.6)
La proposition suivante peut servir a` prouver la convergence de certains algorithmes :
Proposition 2.1. Soit f : X → R une fonction convexe et x ∈ int(dom( f )). Alors f est localement
Lipschitz continue en x. Ceci implique notamment que f est continue sur int(dom( f )).
Pour e´tudier les fonctions convexes, on a tre`s souvent besoin d’une notion similaire : les ensembles
convexes.
De´finition 2.4 (Ensemble convexe). Soit K ⊂ X un ensemble. Cet ensemble est dit convexe si ∀(x, y) ∈
K, ∀λ ∈ [0, 1] :
λx + (1 − λ)y ∈ K (2.7)
La proposition suivante relie les deux notions :
Proposition 2.2. Soit f : X → R une fonction convexe. Alors ∀α ∈ R les ensembles {x, f (x) ≤ α} sont
soit convexes soit vides.
De´finition 2.5 (Projecteur). Soit K ⊂ X un ensemble convexe. Le projecteur sur K est de´fini par :
ΠK(x) = arg min
u∈K
(|u − x|X)
De´finition 2.6 (Fonction propre). Une fonction convexe F sur X est propre si et seulement si F n’est
pas identiquement e´gale a` l’infini +∞ et qu’elle n’atteint pas la valeur −∞ sur X.
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De´finition 2.7 (Fonction indicatrice). Soit K ∈ X un sous-ensemble convexe non vide de X. La fonction
indicatrice de K, note´e χK : X → R est de´finie par :
χK(x) =
{
0 si x ∈ K
∞ sinon (2.8)
De´finition 2.8 (Sous-diffe´rentiel et sous-gradient). Soit f : X → R une fonction convexe. Le sous-
diffe´rentiel de f au point x ∈ int(dom( f )) est de´fini par :
∂ f (x) = {η ∈ X, f (x) + 〈η, (y − x)〉X ≤ f (x),∀y ∈ X} (2.9)
η ∈ ∂ f (x) est appele´ sous-gradient.
Le sous-diffe´rentiel au point x a une interpre´tation ge´ome´trique simple. C’est l’ensemble des hy-
perplans qui passent par le point (x, f (x)) et dont le graphe passe sous le graphe de f . ∂ f (x) est re´duit
a` un singleton si et seulement si f est de´rivable en x. Dans ce cas, ∂ f (x) = ∇ f (x).
On conside`re maintenant le proble`me d’optimisation suivant :
min
x∈X
( f (x)) (2.10)
ou` f : X → R. On rappelle quelques re´sultats d’optimisation convexe qu’on utilisera tout au long du
manuscrit :
The´ore`me 2.1. Si f est convexe alors l’ensemble des minimiseurs X∗ est convexe.
The´ore`me 2.2. Si f est convexe et diffe´rentiable alors les deux propositions suivantes sont e´quivalentes :
– x appartient a` l’ensemble X∗ des solutions de (2.10).
– ∇ f (x) = 0.
The´ore`me 2.3. Si f est convexe alors les deux propositions suivantes sont e´quivalentes :
– x appartient a` l’ensemble X∗ des solutions de (2.10).
– 0 ∈ ∂ f (x).
Les the´ore`mes suivants seront souvent applique´s (implicitement) dans le manuscrit [Polyak, 1987],
page 135 :
The´ore`me 2.4. Soit f : X → R une fonction convexe qui admet un minimum unique x∗. Toute suite
de points satisfaisant lim
k→∞
f (xk) = f (x∗) converge vers x∗.
The´ore`me 2.5. Soit f : X → R une fonction convexe qui admet un ensemble de minima X∗. Soit {xk}
une suite de points satisfaisant lim
k→∞
f (xk) = f (x∗). Toute sous-suite convergente de xk converge vers
un point de X∗.
Pour e´viter les confusions rappelons une appellation classique :
De´finition 2.9 (Taux de convergence line´aire). Une me´thode d’optimisation a un taux de convergence
line´aire si elle ge´ne`re une suite d’estime´es {xk} qui satisfont :
|xk − x∗|X ≤ tk |x0 − x∗|X (2.11)
ou` t ∈]0, 1[ de´finit le taux de convergence. Parfois on appelle aussi ce taux, taux de convergence
ge´ome´trique.
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Il est important de remarquer que taux de convergence line´aire ne signifie pas f (xk) − f (x∗) ≤ Ck .
Un tel taux de convergence est dit sous-line´aire.
Nous pre´sentons maintenant un the´ore`me de dualite´ qui reviendra lui aussi tre`s souvent par la suite.
Notons qu’il existe diffe´rents the´ore`mes de dualite´ : la dualite´ de Kuhn-Tucker, la dualite´ de Fenchel, la
dualite´ min-max... Nous ne pre´sentons ici que la dualite´ min-max qui s’ave`re simple et suffisante pour
les applications pre´sente´es dans cette the`se. Notre re´fe´rence pour la dualite´ est [Ekeland et Temam,
1976], p. 176 :
The´ore`me 2.6. Soient A ⊂ X et B ⊂ Y deux sous-ensembles ferme´s, convexes, non vides. Soit L :
A × B → R une fonction. On suppose :
x 7→ L(x, y) convexe propre ∀y ∈ B (2.12)
y 7→ L(x, y) concave propre ∀x ∈ A (2.13)
On suppose que A est borne´ ou qu’il existe y0 ∈ B tel que lim|x|X→∞ L(x, y0) = +∞.
On suppose que B est borne´ ou qu’il existe x0 ∈ A tel que lim|y|Y→∞ L(x0, y) = −∞.
Alors on a :
min
x∈A
(
max
y∈B
(L(x, y))
)
= max
y∈B
(
min
x∈A
(L(x, y))
)
(2.14)
Dans les cas pratiques que l’on conside`rera dans ce manuscrit, les conditions du the´ore`me seront
toujours ve´rifie´es. Nous laisserons souvent le soin au lecteur de s’en convaincre. Nous pre´sentons
maintenant un the´ore`me d’optimisation convexe que nous avons de´montre´ pendant notre stage de
master. Ce the´ore`me est sans doute connu, mais nous n’avons trouve´ aucun livre qui le pre´sente. De
nombreux proble`mes reviennent a` minimiser une somme ponde´re´e de fonctionnelles convexes. On
s’inte´resse ici a` ce proble`me assez ge´ne´ral :
The´ore`me 2.7. Soient F et G deux fonctions convexes de Rn dans R+, et λ un re´el de R+. Soit Uλ
l’ensemble des solutions du proble`me suivant :
inf
u∈Rn
(F(u) + λG(u)) (2.15)
Soit Uα l’ensemble des solutions du proble`me suivant :
inf
u, G(u)≤α
(F(u)) (2.16)
On a alors :
∀λ,∀uλ ∈ Uλ,∃α ∈ R+, uλ ∈ Uα (2.17)
∀α,∀uα ∈ Uα,∃λ ∈ R+, uα ∈ Uλ (2.18)
Re´soudre (2.15) ou (2.16) permet donc d’obtenir des solutions identiques1 .
1On ne peut pas obtenir de re´sultat plus fort. En effet, on peut trouver F et G telles que Uλ * Uα ou Uα * Uλ.
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De´monstration. La preuve de (2.17) est simple. Il suffit en effet de choisir α = G(uλ).
La preuve de (2.18) est plus technique. On commence par remarquer que l’e´quation (2.15) peut
eˆtre re´e´crite sous la forme :
inf
α∈R+
(
inf
u,G(u)=α
(F(u) + λG(u))
)
(2.19)
Soit encore :
inf
α∈R+
(
inf
u,G(u)=α
(F(u)) + λα
)
(2.20)
(2.20) est e´quivalent a` :
inf
α∈R+
(
inf
u,G(u)≤α
(F(u)) + λα
)
(2.21)
En effet, soient m1 et m2 les valeurs des infima dans (2.20) et (2.21) respectivement. On a e´videmment
m2 ≤ m1. On a aussi m1 ≤ m2. Si ce n’e´tait pas le cas, il existerait u2 avec G(u2) ≤ α tel que :
F(u2) + λG(u2) < inf
α∈R+
(
inf
u,G(u)=α
(F(u) + λG(u))
)
ce qui est absurde. Re´soudre (2.15) revient donc a` minimiser :
φλ(α) = inf
u,G(u)≤α
(F(u)) + λα (2.22)
Pour montrer (2.18), il suffit de ve´rifier que pour tout α, il existe un λ tel que φλ atteigne son
minimum en α. Pour ce faire, nous utilisons le lemme suivant (de´montre´ par la suite). La fonction Ψ
de´finie par Ψ(α) = inf
u,G(u)≤α
(F(u)) est convexe.
Ψ est donc de´rivable a` gauche et a` droite. On note Ψ′+ et Ψ′− ses de´rive´es a` droite et a` gauche. De
meˆme, on note φ′
λ+
et φ′
λ− les de´rive´es a` gauche et a` droite de φλ. Cette fonction est convexe et atteint
son minimum pour les points x tels que φ′+(x) ≥ 0 et φ′−(x) ≤ 0. En choisissant λ ∈ [−Ψ′+(α),−Ψ′−(α)]
on s’assure que φλ atteint son minimum en α ce qui termine la de´monstration.

Lemme 2.1. Si F et G sont deux fonctionnelles convexes de Rn, alors la fonction :
Ψ(α) = inf
u,G(u)≤α
(F(u)) (2.23)
est convexe.
De´monstration. On va de´montrer que :
Ψ
(
α + β
2
)
≤ Ψ(α) + Ψ(β)
2
Les fonctions F et G sont convexes, elles ve´rifient donc :
F
(g1 + g2
2
)
≤ F(g1) + F(g2)
2
(2.24)
G
(g1 + g2
2
)
≤ G(g1) +G(g2)
2
(2.25)
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La deuxie`me ine´quation nous permet d’obtenir les inclusions suivantes :
{(u1, u2),G(u1) ≤ α et G(u2) ≤ β} (2.26)
⊂ {(u1, u2),G(u1) +G(u2) ≤ α + β} (2.27)
⊂
{
(u1, u2),G
(
u1 + u2
2
)
≤ α + β
2
}
(2.28)
On peut donc e´crire :
Ψ
(
α + β
2
)
= inf
u,G(u)≤ α+β2
(F(u))
= inf
(u1 ,u2),G
(
u1+u2
2
)
≤ α+β2
(
F
(
u1 + u2
2
))
(2.29)
≤ inf
(u1 ,u2),G(u1)≤α et G(u2)≤α
(
F(u1) + F(u2)
2
)
(2.30)
=
1
2
inf
u1,G(u1)≤α
(F(u1)) + 12 infu2,G(u2)≤β (F(u2)) (2.31)
≤ Ψ(α) + Ψ(β)
2
(2.32)

L’inte´reˆt de ce the´ore`me est que dans certaines situations, il est plus facile de trouver les solutions
du proble`me (2.16) que celles du proble`me (2.15).
Nous pre´sentons maintenant un lemme dont on se servira plusieurs fois au cours de la the`se. Bien
qu’il semble eˆtre classique, nous ne l’avons pas trouve´ dans les livres standards d’optimisation. On
propose une de´monstration simple ci-apre`s.
Lemme 2.2. Soit ϕ : Y → R une fonction convexe ferme´e. Soit :
ˆφ(x) = min
y∈X
(〈y, x〉X + ϕ(y)) (2.33)
La fonction ˆφ est concave. De plus elle satisfait ∀x ∈ int(dom( ˆφ)), ∂ ˆφ(x) = Y(x), ou` Y(x) est
l’ensemble des minimiseurs de (2.33). En particulier, si ϕ est strictement convexe alors ˆφ est de´finie
sur tout Rn, elle est diffe´rentiable et si on note y(x) l’unique minimiseur de (2.33) on a :
∇ ˆφ(x) = y(x) (2.34)
De´monstration. ˆφ est concave car c’est le minimum de fonctions line´aires en x. Soit x ∈ int(dom( ˆφ))
et η ∈ Y(x). On a par de´finition :
ˆφ(x) = 〈η, x〉Y + ϕ(η) (2.35)
De plus on a pour tout x0 ∈ X :
ˆφ(x0) ≤ 〈η, x0〉X + ϕ(η) (2.36)
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En soustrayant ces deux ine´galite´s, on obtient pour tout x0 ∈ X :
ˆφ(x0) ≤ ˆφ(x) + 〈η, x0 − x〉X (2.37)
D’ou` η ∈ ∂ ˆφ(x). Et donc :
Y(x) ⊂ ∂ ˆφ(x) (2.38)
Montrons maintenant l’inclusion inverse. On raisonne par l’absurde. Soit x ∈ int(dom( ˆφ)). Suppo-
sons qu’il existe η < Y(x) tel que η ∈ ∂ ˆφ(x). On a donc :
ˆφ(x0) ≤ ˆφ(x) + 〈η, x0 − x〉Y ∀x0 ∈ X (2.39)
ˆφ(x) < 〈η, x〉Y + ϕ(η) (2.40)
En additionnant les deux ine´galite´s on obtient pour tout x0 ∈ Y , ˆφ(x0) < ϕ(η) + 〈η, x0〉X. Donc
η ∈ dom(ϕ) et 0 < ∂ϕ(η) + x0 pour tout x0 ∈ X. On a donc ∂ϕ(η) = ∅. Or on a suppose´ ϕ convexe,
ferme´e. Son sous-diffe´rentiel n’est donc pas re´duit a` l’ensemble vide sur son domaine.

2.3 Quelques classes de fonctions convexes
Dans cette partie, nous de´crivons certaines classes de fonctions convexes. Nous verrons par la suite
que les proble`mes de minimisation compose´s de combinaisons line´aires de telles fonctions peuvent
ge´ne´ralement eˆtre minimise´s de fac¸on efficace. Nous donnons ci-apre`s quelques unes de leurs pro-
prie´te´s remarquables.
2.3.1 Fonctions Lipschitz diffe´rentiables
De´finition 2.10 (Fonction Lipschitz diffe´rentiable). Soit f : dom( f ) → R une fonction diffe´rentiable.
f est dite Lipschitz diffe´rentiable si :
∀(x, y) ∈ dom( f ), |∇ f (x) − ∇ f (y)| ≤ L|x − y| (2.41)
La classe des fonctions Lipschitz diffe´rentiables est stable par addition :
Lemme 2.3. Soient f1 et f2 deux fonctions respectivement L1 et L2 Lipschitz diffe´rentiables. Soient α1
et α2 deux re´els positifs. Dans ce cas α1 f1 + α2 f2 est α1L1 + α2L2 Lipschitz diffe´rentiable.
La proposition suivante [Polyak, 1987; Nesterov, 2005b] est tre`s souvent utilise´e pour de´montrer
la convergence de sche´mas de minimisation ainsi que pour e´valuer leur taux de convergence.
Lemme 2.4. Une fonction L-Lipschitz diffe´rentiable satisfait ∀(x, y) ∈ dom( f ) :
| f (y) − f (x) − 〈∇ f (x), y − x〉| ≤ L
2
|y − x|2 (2.42)
Ceci signifie qu’une fonction Lipschitz diffe´rentiable est comprise entre deux fonctions quadra-
tiques. Pour une fonction convexe, on obtient un re´sultat plus fort :
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Lemme 2.5. Si f est convexe et Lipschitz-diffe´rentiable alors on obtient les ine´galite´s suivantes :
0 ≤ f (y) − f (x) − 〈∇ f (x), y − x〉X ≤ L2 |x − y|
2
X (2.43)
Ces lemmes permettent de de´montrer assez facilement la convergence d’une descente de gradient.
Conside´rons en effet l’ite´ration suivante :
xk+1 = xk − τ∇ f (xk) (2.44)
Dans ce cas, on a :
f (xk+1) = f (xk − τ∇ f (xk)) (2.45)
≤ f (xk) + 〈∇ f (xk), xk+1 − xk〉X + L2 |x
k+1 − xk |2X (2.46)
≤ f (xk) + (τ2 L
2
− τ)|∇ f (xk)|2X (2.47)
(2.48)
Le terme τ2 L2 − τ est strictement ne´gatif pour τ < 2L et il admet un minimum en τ = 1L . En faisant
ce choix, on s’assure que :
f (xk+1) ≤ f (xk) − 1
2L
|∇ f (xk)|2X (2.49)
A notre connaissance, tous les calculs de taux de convergence des me´thodes de gradients s’ap-
puient sur (2.49). Les exemples de fonctions Lipschitz diffe´rentiables que nous utiliserons dans ce
manuscrit sont les suivantes :
– f (x) = x22 est 1-Lipschitz differentiable.
– f (x) = √x2 + µ2 est 1
µ
-Lipschitz differentiable.
– f (x) =
 |x| si|x| ≥ µ|x|22µ + µ2 sinon est 1µ -Lipschitz diffe´rentiable.
2.3.2 Fonctions fortement convexes
Les fonctions fortement convexes sont utilise´es abondamment dans ce manuscrit. Nous verrons
qu’elles peuvent souvent eˆtre minimise´es plus rapidement que les fonctions Lipschitz diffe´rentiables.
De´finition 2.11 (Fonction fortement convexe). Une fonction f : X → R est dite fortement convexe si
∀λ ∈ [0, 1], ∀(x, y) ∈ dom( f ) :
f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) − l
2
λ(1 − λ)|x − y|2X (2.50)
Le parame`tre l ≥ 0 est appele´ parame`tre de convexite´. La classe des fonctions fortement convexe
est stable par addition :
Lemme 2.6. Soient f1 et f2 deux fonctions fortement convexes de parame`tres de convexite´ respectif
l1 et l2 (e´ventuellement nuls). Soient α1 et α2 deux re´els positifs. Alors α1 f1 + α2 f2 est une fonction
fortement convexe de parame`tre de convexite´ α1l1 + α2l2.
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Pour rendre un proble`me convexe fortement convexe, on peut donc le perturber le´ge`rement en
lui ajoutant une fonction fortement convexe de faible amplitude sur le domaine de minimisation. Ce
re´sultat sera utilise´ plusieurs fois par la suite. La de´finition de la forte convexite´ permet de montrer le
re´sultat central suivant :
Lemme 2.7. Soit f : X → R une fonction fortement convexe de parame`tre de convexite´ l. Alors
∀(x, y) ∈ dom( f ), ∀η ∈ ∂ f (x) :
f (y) ≥ f (x) + 〈η, y − x〉 + l
2
|y − x|2X (2.51)
De plus f admet un unique minimum x∗ sur dom( f ) et pour tout x ∈ dom( f ) :
f (x) ≥ f (x∗) + l
2
|x − x∗|2X (2.52)
La dernie`re ine´galite´ permet de passer d’un taux de convergence sur l’objectif a` un taux de conver-
gence sur la distance au minimiseur.
2.3.3 Fonctions simples
Les fonctions qu’on appelle ”simples” dans ce manuscrit n’ont pas encore de nom consacre´ dans la
litte´rature. Nous les de´finissons a` partir de l’ope´rateur prox [Moreau, 1962; Moreau, 1963; Combettes
et Wajs, 2005].
De´finition 2.12 (Ope´rateur prox). Soit Ψ : X → R une fonction convexe. L’ope´rateur :
proxΨ : X → X
x 7→ arg miny∈X
(
Ψ(y) + 12 |x − y|2X
) (2.53)
est appele´ ope´rateur proximal associe´ a` Ψ.
De´finition 2.13 (Fonction simple). Une fonction Ψ : X → R est dite ”simple” si elle est convexe et
que proxλΨ(x) peut eˆtre calcule´ exactement pour tout λ ∈ R+ et tout x ∈ X.
Notons que le proble`me (2.53) peut eˆtre re´solu de manie`re analytique ou avec une strate´gie de
minimisation exacte. Pour mieux appre´hender cette de´finition, nous donnons ci-dessous quelques
exemples de fonctions simples :
– SiΨ est la fonction caracte´ristique d’un ensemble convexe Q (cette fonction est note´e χQ), alors
le proble`me (2.53) est un proble`me de projection. On a donc :
proxχQ (x) = ΠQ(x)
Les fonctions caracte´ristiques sont donc simples si on sait effectuer une projection sur leur
domaine de manie`re exacte.
– Les fonctions Ψ(x) = |x|lp(X) avec p ∈ {1, 2,∞} sont simples. 2
2Le cas de la norme l∞ est le plus difficile a` re´soudre. Le calcul peut se faire avec un algorithme de tri en O(n log(n)).
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– Les fonctions qui s’e´crivent sous la forme Ψ(x) = ∑ni=1 φ(xi) sont simples si on sait re´soudre le
proble`me univarie´ suivant :
min
α∈R
(
(γ − α)2 + λφ(α)
)
ou` γ ∈ R et λ ∈ R+.
– Une fonction du type Ψ(x) = |Ax|lp(Y) ou` A : X → Y est une transforme´e line´aire et p ∈ [1,∞]
n’est pas simple en ge´ne´ral. Par exemple, si A est la discre´tisation de l’ope´rateur gradient et que
p = 1, le proble`me (2.53) devient le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi qui doit pour le moment
eˆtre re´solu de manie`re ite´rative et inexacte.
Les fonctions simples commencent a` eˆtre utilise´es abondamment en traitement du signal (voir
[Chaux et al., 2007; Chan et al., Accepted for publication in 2008; Dupe´ et al., 2008] et leurs re´fe´rences),
notammment graˆce a` des re´sultats the´oriques re´cents duˆs a` [Combettes et Wajs, 2005; Nesterov,
2007a].
Expliquons maintenant pourquoi ces fonctions pre´sentent un inte´reˆt particulier. Soit f une fonction
L-Lipschitz diffe´rentiable et Ψ une fonction simple. On a vu pre´ce´demment (2.43) que f satisfait :
f (x) ≤ f (y) + 〈∇ f (y), x − y〉X + L2 |x − y|
2
X (2.54)
D’ou` :
f (x) + Ψ(x) ≤ f (y) + 〈∇ f (y), x − y〉X + L2 |x − y|
2
X + Ψ(x) (2.55)
Si l’on souhaite re´soudre le proble`me suivant :
min
x∈X
( f (x) + Ψ(x)) (2.56)
une ide´e naturelle a` la vue de (2.55) consiste a` appliquer un sche´ma du type :
xk+1 = arg min
x∈X
(
f (xk) + 〈∇ f (xk), x − xk〉X + L2 |x − x
k |2X + Ψ(x)
)
(2.57)
ainsi on s’assure que :
f (xk+1) + Ψ(xk+1) ≤ f (xk) + Ψ(xk) (2.58)
La suite f (xk)+Ψ(xk) est donc de´croissante monotone. L’ite´ration (2.57) peut eˆtre re´e´crite sous la
forme :
arg min
x∈X
(
L
2
(
|x − xk + ∇ f (x
k)
L
|2X − |
∇ f (xk)
L
|2X
)
+ Ψ(x)
)
(2.59)
= arg min
x∈X
(
1
2
|x − xk + ∇ f (x
k)
L
|2X +
1
L
Ψ(x)
)
(2.60)
= prox 1
LΨ
(
xk − ∇ f (x
k)
L
)
(2.61)
Si on sait la calculer (i.e. que Ψ est simple), l’ite´ration suivante :
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xk+1 = prox 1
LΨ
(
xk − ∇ f (
k)
L
)
(2.62)
assure une de´croissance monotone de l’e´nergie. La preuve de convergence de cet algorithme est pro-
pose´e dans [Combettes et Wajs, 2005]. On donnera aussi son taux de convergence (voir the´ore`me
(3.13)).
2.3.4 Fonctions max
Nous pre´sentons ici une classe de fonctions introduites dans [Nesterov, 2005b]. Elles ne semblent
pas posse´der de nom commun dans la litte´rature. Dans ce manuscrit, nous les appellerons fonctions
“max”. Ces fonctions ont la particularite´ de pouvoir eˆtre re´gularise´es. Nous verrons aussi que la mini-
misation de la somme d’une de ces fonctions avec une fonction fortement convexe, peut eˆtre faite de
manie`re tre`s rapide en re´solvant un proble`me adjoint.
De´finition 2.14 (Fonction max). On appelle fonction de type max une fonction f : X → R qui s’e´crit
sous la forme :
f (x) = max
y∈Y
(〈Ax, y〉Y − φ(y)) (2.63)
ou` A : X → Y est une application line´aire, φ est une fonction simple.
Comme φ est simple, ce maximum peut eˆtre calcule´ de manie`re exacte. Dans cette the`se nous
utiliserons souvent les normes lp, p ∈ {1, 2,∞} de transforme´es line´aires de l’image. Ces fonctions
peuvent s’e´crire sous la forme (2.63) en posant φ = 0 et en utilisant la dualite´ :
|Ax|lp(Y) = max
y∈Y,|y|lq (Y)≤1
(〈Ax, y〉Y) (2.64)
Dans cette e´quation A : X → Y est une transforme´e line´aire. q est le conjugue´ de p
(
1
q +
1
p = 1
)
. On
preˆtera une attention particulie`re au cas ou` A est l’ope´rateur discret gradient et ou` q ∈ {1, 2,∞}. Notons
que la repre´sentation sous forme max d’une fonction n’est pas force´ment unique. Nous utiliserons
essentiellement deux caracte´ristiques de ces fonctions :
– La premie`re est la possibilite´ de les re´gulariser en assurant une erreur d’approximation faible.
– La seconde est la possibilite´ de de´finir facilement un proble`me adjoint. Dans certains cas, on
peut trouver des me´thodes de minimisation du proble`me adjoint plus efficaces que celles adapte´e
a` la re´solution du proble`me direct.
Re´gularisation des fonctions max
Nous allons voir dans ce paragraphe que les fonctions de type (2.64) peuvent eˆtre re´gularise´es
efficacement. Cette ide´e est due a` Moreau-Yosida [Moreau, 1965; Lemare´chal et Sagastizabal, 1997].
Elle a e´te´ adapte´e a` un cas un peu plus ge´ne´ral par Y. Nesterov [Nesterov, 2005b]. L’ide´e est la
suivante :
Lemme 2.8. Soit f une fonction max s’e´crivant sous la forme : f (x) = max
y∈Y
(〈Ax, y〉Y − φ(y))). Soit d :
dom(φ) ⊂ Y → R une fonction fortement convexe de parame`tre de convexite´ l > 0 (une telle fonction
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est souvent appele´e fonction prox de l’ensemble dom(φ)). Soit µ > 0 un parame´tre de re´gularisation.
La fonction :
fµ(x) = max
y∈Y
(〈Ax, y〉Y − φ(y) − µd(y)) (2.65)
est bien de´finie, elle est convexe et Lipschitz diffe´rentiable. Soit yµ le minimiseur de (2.65). On a alors
3 :
∇ fµ(x) = A∗yµ(x) (2.66)
Ce gradient est Lipschitz de parame`tre :
Lµ =
||A||2
µl (2.67)
Finalement, si on suppose dom(φ) borne´, l’approximation fµ satisfait :
fµ(x) ≤ f (x) ≤ fµ(x) + µD (2.68)
avec D = max
y∈dom(φ)
(d(y)). fµ est donc une bonne approximation diffe´rentiable de f .
Formulation d’un proble`me adjoint
Imaginons que l’on souhaite re´soudre un proble`me du type :
min
x∈X
( f (x) + Ψ(x)) (2.69)
Ou` f est une fonction de type max (2.63) et Ψ est une fonction convexe coercive. Si la fonction
L : (x, y) 7→ 〈Ax, y〉Y − φ(y) + Ψ(x) satisfait les hypothe`ses du the´ore`me 2.6, on peut e´crire :
min
x∈X
( f (x) + Ψ(x)) (2.70)
= min
x∈X
(max
y∈Y
(〈Ax, y〉Y − φ(y)) + Ψ(x)) (2.71)
= max
y∈Y
(min
x∈X
(〈Ax, y〉Y + Ψ(x)) − φ(y)) (2.72)
= max
y∈Y
(min
x∈X
(〈x, A∗y〉X + Ψ(x)) − φ(y)) (2.73)
Dans les cas ou` l’on sait calculer min
x∈K
(〈x, A∗y〉X + Ψ(x)) explicitement, on verra que le proble`me
(2.72) peut parfois eˆtre re´solu plus efficament que le proble`me (2.70).
3c’est une conse´quence directe du lemme 2.2
Chapitre 3
Me´thodes de premier ordre a` un pas
Dans ce chapitre, nous commencons par pre´senter plusieurs me´thodes “classiques” d’optimisation
convexe de premier ordre. Ces me´thodes ont pour objectif de re´soudre le proble`me suivant :
min
x∈K
( f (x)) (3.1)
ou` K ⊂ X est un ensemble convexe non vide et f : X → R est une fonction convexe propre. Toutes les
me´thodes que nous allons pre´senter reposent sur une ite´ration du type :
xk+1 = F(xk, f (xk), ηk,K) (3.2)
ou` ηk ∈ ∂ f (xk). Ce sont des me´thodes de premier ordre a` un pas au sens ou` elles n’utilisent que
l’information apporte´e par les proprie´te´s lie´es a` xk pour calculer l’estime´e xk+1. Ces me´thodes sont
tre`s couramment utilise´es, mais leurs proprie´te´s de convergence globale et leur taux de convergence
semblent assez mal connus. Nous les rappelons donc dans cette partie. Notons que les taux de conver-
gence donne´s sont ajuste´s : si on annonce qu’une me´thode a un taux de convergence en O
(
1
k
)
, il existe
des proble`mes pour lesquels la me´thode ne peut pas converger plus rapidement que O
(
1
k
)
.
Nous avons imple´mente´ et compare´ presque toutes ces me´thodes durant cette the`se. Nous mon-
trerons des comparaisons pratiques dans le chapitre (7). Nous traitons les cas diffe´rentiables, non
diffe´rentiables, contraints et non contraints se´pare´ment. Nous rappelons ensuite quelques re´sultats de
la the´orie de la complexite´ : la rapidite´ de convergence de tous les sche´mas de premier ordre est
majore´e.
3.1 Me´thodes a` un pas : fonctions diffe´rentiables
Dans cette partie, nous conside´rons le proble`me suivant :
min
x∈K
( f (x)) (3.3)
ou` f est convexe, L-Lipschitz diffe´rentiable et K ⊂ X est un ensemble convexe. Notons que ce
proble`me admet un ensemble de solutions convexe qu’on note X∗.
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3.1.1 La descente de gradient dans le cas non contraint (K = X)
Nous commenc¸ons par pre´senter le cas K = X. L’algorithme peut-eˆtre “le plus simple” pour
re´soudre le proble`me (3.3) est alors le suivant :{
x0 ∈ X
xk+1 = xk − τk∇ f (xk) (3.4)
Le the´ore`me suivant [Polyak, 1987, p. 21], assure sous quelles conditions il converge :
The´ore`me 3.8. Si 0 < τk < 2L , la descente de gradient (3.4) assure limk→∞ d(x
k , X∗) = 0, ou` d est la
distance d’un point a` un ensemble.
La preuve est simplement base´e sur le fait que la suite f (xk) est une suite monotone de´croissante
(voir l’e´quation (2.49)). Un re´sultat bien moins connu 1 et pourtant inte´ressant est le suivant [Nesterov,
2004, p. 70] :
The´ore`me 3.9. Si τk = 1L , la descente de gradient a` pas constant (3.4) assure :
f (xk) − f ∗ ≤ 2L|x0 − x
∗|2X
k + 4 (3.5)
Ce taux de convergence permet de comprendre quels sont les facteurs qui influencent la conver-
gence de l’algorithme :
– La distance au minimiseur. La vitesse de convergence en de´pend quadratiquement. C’est donc
un facteur important.
– La constante de Lipschitz. La convergence de l’algorithme en de´pend line´airement.
La de´pendance de l’objectif au nombre d’ite´rations est en O
(
1
k
)
. Un tel taux de convergence est sa-
tisfaisant lors des premie`res ite´rations mais il est mauvais asymptotiquement. Sous l’unique hypothe`se
que f est Lipschitz diffe´rentiable, les descentes de gradients permettent donc d’obtenir des solutions
approche´es assez rapidement, mais elles sont tre`s lentes en ge´ne´ral pour obtenir des solutions ayant
une bonne pre´cision. Ce mauvais comportement asymptotique indique qu’il faut faire tre`s attention
aux choix du point de de´part, et si possible transformer le proble`me pour diminuer sa constante de
Lipschitz.
Souvent la constante de Lipschitz L est inconnue et elle peut eˆtre difficile a` e´valuer pre´cise´ment.
Pour obtenir un algorithme convergent, il suffit de choisir τ tre`s petit, mais dans ce cas, on peut montrer
que la convergence devient mauvaise, meˆme lors les premie`res ite´rations. D’autres strate´gies de choix
de pas ont donc e´te´ e´labore´es. Aucune de ces strate´gies ne permet d’ame´liorer la convergence en
O(1k ) mais elles peuvent permettre d’acce´lerer la convergence dans les premie`res ite´rations. Nous les
rappelons brie`vement ci-dessous :
– Descente de plus forte pente. A chaque ite´ration on choisit :
τk = arg min
τ>0
(
f (xk − τ∇ f (xk))
)
(3.6)
Ce proble`me peut rarement eˆtre re´solu de fac¸on formelle. Pour le re´soudre il faut effectuer une
recherche line´aire. Elle est souvent faite par des me´thodes dichotomiques.
1A notre connaissance, tre`s peu de livres pre´sentent ce re´sultat si ce n’est [Nesterov, 2004; Iouditski, 2007]
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– Descente de Gradient avec recherche line´aire d’Armijo. Le pas τk est choisi de manie`re a`
respecter les conditions suivantes :
f (xk − τk∇ f (xk)) ≤ f (xk) − ǫτk |∇ f (xk)|X (3.7)
f (xk − ητk∇ f (xk)) ≥ f (xk) − ǫητk |∇ f (xk)|X (3.8)
ou` ǫ ∈]0, 1[ et η > 1 sont des parame`tres de la me´thode. Bien suˆr si ∇ f (xk) = 0, l’algo-
rithme s’arreˆte car xk est un minimiseur de (3.3). Ces conditions peuvent eˆtre obtenues de fac¸on
ite´ratives en utilisant des me´thodes dichotomiques.
– La strate´gie de Barzilai-Borwein. Une strate´gie utilise´e re´cemment pour des proble`mes de
minimisation de la variation totale [Zhu, 2008] consiste a` choisir τk de manie`re a` ce que 1
τk
I ait
un comportement similaire a` l’inverse de la hessienne (∇2 f (xk))−1. Ainsi la me´thode de premier
ordre se rapproche d’une me´thode de deuxie`me ordre. Diverses versions sont propose´es dans
[Barzilai et Borwein, 1988; Zhu, 2008]. Elles me`nent a` des imple´mentations du type :
τk =
|xk − xk−1|2X
〈xk − xk−1,∇ f (xk) − ∇ f (xk−1)〉X (3.9)
En pratique ces imple´mentations sont souvent plus efficaces que des imple´mentations a` pas
constant bien que le calcul (3.9) implique un surcouˆt a` chaque ite´ration. A notre connaissance,
il n’existe pas d’e´tude des taux de convergence de telles me´thodes.
La descente de gradient peut avoir un taux de convergence bien meilleur dans le cas ou` la fonction
f est fortement convexe de parame`tre de convexite´ l (voir de´finition 2.11). On obtient dans ce cas un
taux de convergence line´aire [Nesterov, 2004], p70 :
The´ore`me 3.10. Si f est L-Lipschitz diffe´rentiable et l-fortement convexe, alors la descente de gra-
dient (3.4) avec τk = 2l+L assure :
|xk − x∗|X ≤
(
L/l − 1
L/l + 1
)k
|x0 − x∗|X (3.10)
et :
f (xk) − f ∗ ≤ L
2
(
L/l − 1
L/l + 1
)2k
|x0 − x∗|2X (3.11)
Ce taux de convergence est bien meilleur asymptotiquement que les taux en O
(
1
k
)
pre´ce´dents. Le
terme L/l ≥ 1 (aussi appele´ conditionnement de f ) doit eˆtre le plus proche de 1 possible pour obtenir
une bonne convergence. La me´thode de gradient est donc particulie`rement efficace pour minimiser des
fonctions quadratiques bien conditionne´es.
3.1.2 La descente de gradient projete´ dans le cas contraint (K ⊂ X)
La descente de gradient projete´ est une des premie`res me´thodes invente´es pour re´soudre le proble`me
d’optimisation contraint (3.3) (elle semble avoir e´te´ introduite dans [Polyak, 1987]). Cette me´thode
est e´tonnament assez peu applique´e dans le domaine du traitement des images. Le proble`me de Rudin-
Osher-Fatemi re´gularise´ peut eˆtre traite´ de manie`re tre`s naturelle (et convergente) avec cet algorithme.
Il y a eu un regain d’inte´reˆt pour cette me´thode re´cemment (voir [Chambolle, 2004; Zhu, 2008] par
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exemple pour des applications a` la minimisation de la variation totale). Nous rappelons dans cette
partie son principe, ses conditions d’applicabilite´ ainsi que son taux de convergence.
L’algorithme du gradient projete´ s’e´crit comme suit :{
x0 ∈ X
xk+1 = ΠK(xk − τk∇ f (xk)) (3.12)
Les conditions de convergence sont exactement les meˆmes que celles de la descente de gradient
sans projection [Polyak, 1987] page 207 :
The´ore`me 3.11. Si 0 < τk < 2L , la descente de gradient projete´ (3.12) assure que :
– lim
k→∞
d(xk, X∗) = 0.
– Si f est fortement convexe alors la convergence de xk vers x∗ est ge´ome´trique.
– Si f est l-fortement convexe (l > 0), L-Lipschitz et que τk = τ, alors on a :
|xk − x∗|X ≤ cqk (3.13)
avec q = max(|1 − τl|, |1 − τL|).
De la meˆme fac¸on que dans le cas non contraint, diffe´rentes strate´gies de recherche line´aire peuvent
eˆtre e´labore´es pour acce´le´rer la convergence. Ces strate´gies sont tre`s proches de celles cite´es en 3.1.1.
En pratique il suffit d’arreˆter la recherche line´aire si on sort du domaine K. Le lecteur inte´resse´ peut
notamment se re´fe´rer a` [Zhu, 2008] et aux re´fe´rences de ce manuscrit pour plus de de´tails. Un travail
re´cent de Y. Nesterov [Nesterov, 2007a] permet de calculer le taux de convergence de la descente de
gradient projete´ avec un peu de travail. Nous pre´sentons le re´sultat ci-dessous :
The´ore`me 3.12. Si τk = 1L et si les ensembles de niveau de f sont borne´s :
∃R < ∞, diame`tre({x ∈ K, f (x) ≤ f (x0)}) ≤ R
alors la descente de gradient projete´ (3.12) assure que :
f (xk) − f (x∗) ≤ 2LR
2
k + 2 (3.14)
3.1.3 L’ite´ration proximale pour minimiser la somme d’une fonction diffe´rentiable et
d’une fonction simple
Re´cemment, plusieurs auteurs se sont aperc¸us que la descente de gradient pouvait eˆtre adapte´e a`
un cadre plus ge´ne´ral que celui pre´sente´ dans les deux sections pre´ce´dentes. Nous nous inte´ressons ici
au proble`me suivant :
min
x∈X
(φ(x) = f (x) + Ψ(x)) (3.15)
ou` f : X → R est une fonction L-Lipschitz diffe´rentiable et Ψ : X → R est une fonction simple. Ce
cadre est plus ge´ne´ral que le pre´ce´dent puisque la fonction indicatrice d’un ensemble sur lequel on
sait faire une projection est simple. Comme on l’a vu dans le paragraphe (2.3.3), lorsque l’on souhaite
minimiser la somme d’une fonction simple et d’une fonction Lipschitz, l’algorithme suivant :
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 x
0 ∈ X
xk+1 = prox 1
LΨ
(
xk − ∇ f (xk)L
) (3.16)
assure que φ(xk) est de´croissante monotone. On peut en fait montrer que cet algorithme est convergent
[Combettes et Wajs, 2005] et e´valuer son taux de convergence [Nesterov, 2007a]. Le re´sultat de conver-
gence est le suivant :
The´ore`me 3.13. Supposons que les ensembles de niveau de f sont borne´s :
diame`tre({x ∈ K, f (x) ≤ f (x0)}) ≤ R
Dans ce cas, l’algorithme (3.16) assure que :
φ(xk) − φ(x∗) ≤ 2LR
2
k + 2 (3.17)
Si de plus, φ est l-fortement convexe, on obtient :
φ(xk) − φ(x∗) ≤
(
1 − l
4L
)k
(φ(x0) − φ(x∗)) (3.18)
Cette me´thode plus ge´ne´rale que les pre´ce´dentes permet de minimiser efficacement de nombreuses
fonctionnelles de traitement d’images. Nous verrons plus tard qu’elle peut eˆtre acce´le´re´e en utilisant
l’information apporte´e par les gradients de toutes les ite´rations.
3.2 Me´thodes a` un pas : fonctions non-diffe´rentiables
On verra dans le chapitre 5 que les proble`mes d’optimisation lie´s au traitement d’images sont
souvent non diffe´rentiables. Les me´thodes pre´sente´es pre´ce´demment sont donc rarement applicables
tel qu’el. De nombreuses me´thodes d’optimisation de premier ordre ont e´te´ propose´es pour re´soudre
le proble`me suivant :
min
x∈K
( f (x)) (3.19)
ou` f est convexe et K est convexe. Nous pre´sentons les plus repre´sentatives ci-dessous.
3.2.1 La descente de sous-gradient projete´
L’une des premie`res me´thodes propose´es pour re´soudre (3.19) est la descente de sous-gradient
projete´. Elle s’e´crit :  x
0 ∈ X
xk+1 = ΠK
(
xk − τk ηk|ηk |X
) (3.20)
ou` ηk est n’importe quel e´le´ment de ∂ f (xk). Contrairement au cas Lipschitz diffe´rentiable, le sous-
gradient ηk ne donne pas une approximation polynomiale valable de f en xk. C’est un hyperplan qui
permet uniquement de couper Rn en deux. Dans une partie f (x) est plus grande que f (xk). Il faut donc
rechercher la solution du proble`me de minimisation dans l’autre. Les conditions de convergence de
l’algorithme (3.20) sont diffe´rentes du cas Lipschitz [Polyak, 1987] :
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The´ore`me 3.14. Si τk satisfait lim
k→∞
τk = 0 et
∑∞
k=0 τ
k = ∞, alors la me´thode du sous-gradient projete´
(3.20) assure que :
lim
k→∞
min
0≤i≤k
( f (xi)) = f ∗
On rappelle que la convergence de l’objectif implique la convergence des sous-suites vers X∗ (voir
the´ore`me 2.5). Cette me´thode est donc convergente. Le choix de τk peut cependant eˆtre tre`s difficile.
De nombreuses suites satisfont les conditions du the´ore`me et un mauvais choix peut entraıˆner un taux
de convergence tre`s lent. Il existe en fait deux choix simples qui - on le verra plus tard - sont optimaux
[Nesterov, 2004] :
The´ore`me 3.15. Soit f une fonction M-Lipschitz sur une boule B(x∗,R). La me´thode (3.20) assure :
min
0≤i≤k
( f (xi)) − f ∗ ≤ M R
2 +
∑k
i=0(τi)2
2
∑k
i=0 τ
i
(3.21)
En particulier, une suite optimale est τi = r√
i+1
ou` r ∈ R+. Elle assure :
M
R2 +
∑k
i=0(τi)2
2
∑k
i=0 τ
i
≤ R
2 + rln(k + 1)
2r
√
k + 1
(3.22)
Bien que cette me´thode soit optimale, sa convergence est tre`s lente. En pratique d’autres me´thodes
simples sont bien meilleures. Son proble`me principal est qu’elle ne peut pas converger plus rapidement
que 1√
k
. On l’imagine facilement en minimisant une fonction de type |x|X sur Rn. La me´thode oscille
autour de 0 a` une distance qui de´croıˆt en O
(
1√
k
)
.
Un autre choix de pas optimal qui s’ave`re souvent bien plus efficace en pratique est le suivant
[Polyak, 1987, p. 142] :
The´ore`me 3.16. La me´thode (3.20) avec :
τk =
f (xk) − f ∗
|ηk |X
(3.23)
assure que :
lim
k→∞
√
k( f (xk) − f ∗) = 0 (3.24)
Ce choix de pas permet de minimiser la fonction |x|X en une ite´ration. Il assure une convergence
ge´ome´trique si f admet un minimum aigu ( f (x) − f ∗ ≥ α|x − x∗|X). Peu de fonctions en traitement
d’images satisfont cette condition, mais elle indique que cette strate´gie de descente peut s’ave´rer tre`s
efficace en pratique.
Ge´ne´ralement, la valeur f ∗ est inconnue. Plusieurs auteurs proposent de l’e´valuer ite´rativement.
Dans [Combettes et Luo, 2002], les auteurs proposent une me´thode convergente et montrent qu’elle est
efficace en pratique. Dans [Kiwiel, 1996] l’auteur propose plusieurs me´thodes optimales en O
(
1√
k
)
.
D’autres variantes des descentes de sous-gradient existent. Citons a` titre indicatif une me´thode
multi-pas “Primale-duale” propose´e par Y. Nesterov [Nesterov, 2007b]. Cette me´thode est elle aussi
optimale. L’article est particulie`rement inte´ressant car il pre´sente l’historique des me´thodes de premier
ordre.
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3.2.2 La descente de sous-gradient avec contraintes fonctionnelles
La me´thode pre´ce´dente n’est applicable que si la contrainte K est simple (i.e. que l’on peut effec-
tuer une projection sur K). De nombreux proble`mes ne satisfont pas cette hypothe`se. Nous pre´sentons
ci-dessous un dernier sche´ma qui permet de re´soudre a` peu pre`s tous les proble`mes convexes de traite-
ment d’images que l’on peut imaginer. Le fait qu’il fonctionne aussi ge´ne´ralement indique cependant
qu’il ne peut pas eˆtre tre`s efficace en pratique.
Dans le majorite´ des cas, les contraintes sont exprime´es de fac¸on fonctionnelle. On cherche a`
minimiser f sur l’ensemble K ∩ Q ou` K est simple et Q s’e´crit sous la forme :
Q = {x ∈ Rn, ¯f (x) ≤ 0} (3.25)
avec :
¯f (x) = max
i=1..m
fi(x) (3.26)
Dans (3.26), chaque fonction fi est convexe. On suppose de plus que K est borne´ de diame`tre R.
On conside`re le sche´ma suivant :
1. Choisir x0 ∈ K et de´finir hk = R√
k+0.5
.
2. A l’ite´ration k :
– Calculer f (xk) et ηk ∈ ∂ f (xk).
– Calculer ¯f (xk) et η¯k ∈ ∂ ¯f (xk).
– Poser :
pk =
{
ηk, si ¯f (xk) < hk |η¯k |X
η¯k, si ¯f (xk) ≥ hk |η¯k |X
– Poser xk+1 = ΠK(xk − hk p
k
|pk |X )
L’ide´e sous-jacente a` ce sche´ma est de se de´placer tantoˆt dans une direction qui permet de mini-
miser f tantoˆt dans une direction qui permet de se rapprocher de l’ensemble des contraintes suivant la
distance a` cet ensemble. On peut montrer [Nesterov, 2004, p. 144] :
The´ore`me 3.17. Supposons que f est M-Lipschitz continue sur une boule B(x∗,R), et que la norme
des sous-gradients est borne´e sur cette boule :
M′ = max
{1≤i≤m, x∈B(x∗ ,R)}
(|η¯|X , η¯ ∈ ∂ fi(x)) ≤ ∞
Dans ce cas, le sche´ma pre´ce´dent assure qu’il existe i ≤ k tel que :
f (xi) − f ∗ ≤
√
3MR√
k − 1.5
et ¯f (xi) ≤
√
3M′R√
k − 1.5
(3.27)
Ce sche´ma simple qui permet de re´soudre la plupart des proble`mes d’optimisation convexe a donc
un taux de convergence en O
(
1√
k
)
. On verra plus tard qu’il est optimal. D’autres approches ont e´te´
propose´es pour re´soudre ce genre de proble`mes (voir par exemple [Combettes et Pesquet, 2004] et les
re´fe´rences de cet article). Ce dernier the´ore`me montre que sous la seule hypothe`se qu’on soit capable
de calculer les valeurs des fonctions et des sous-gradients en temps polynomial, trouver une solution
de pre´cision ǫ a` un proble`me d’optimisation convexe peut eˆtre re´alise´ en temps polynomial. C’est un
re´sultat central de la the´orie de la complexite´ en optimisation convexe.
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3.2.3 Autres me´thodes
L’optimisation convexe non-diffe´rentiable a une importance cruciale et il existe de nombreuses
me´thodes de premier ordre concurrentes au sous-gradient projete´. Citons a` titre indicatif les me´thodes
des plans coupant et les me´thodes d’approximation line´aires de f .
Pour les plans coupant, a` chaque ite´ration on calcule un sous-gradient. Ce sous-gradient de´finit un
hyperplan qui coupe X en deux parties. On sait que le minimum se trouve dans la partie oppose´e a`
la direction du sous-gradient. A chaque ite´rations, on peut affiner un polytope qui de´finit l’espace de
recherche.
Dans les me´thodes d’approximation line´aires, on construit une approximation line´aire par mor-
ceaux de f . A chaque ite´ration, on calcule un sous-gradient. Celui-ci permet de de´finir un hyperplan
minorant f . A chaque ite´rations, on peut donc affiner une minoration convexe, line´aire par morceaux
de la fonction f . On peut minimiser cette enveloppe plutoˆt que f . C’est la me´thode de Kelley [Kelley,
1960]. Une autre solution plus stable est la me´thode des niveaux [Nesterov, 2004]. Ces me´thodes sont
cependant difficiles a` imple´menter et chaque ite´ration peut eˆtre tre`s couˆteuse en temps de calcul. Ces
me´thodes ne semblent donc pas adpate´es pour le moment a` l’optimisation en tre`s grande dimension.
3.3 Rappels sur la the´orie de la complexite´
On a vu dans la section pre´ce´dente quelques me´thodes de minimisation couramment utilise´es en
optimisation convexe. On peut se demander s’il n’en existe pas de meilleures (i.e. qui convergent plus
rapidement). La the´orie de la complexite´ permet de re´pondre a` cette question. Nous rappelons ici
brie`vement les principaux re´sultats de cette the´orie.
3.3.1 Cas Lipschitz diffe´rentiable
Nous conside´rons ici les proble`mes s’e´crivant de la fac¸on suivante :
min
x∈X
( f (x)) (3.28)
ou` f est convexe, L-Lipschitz diffe´rentiable. On note cette classe de proble`mes P. On rappelle que
X = Rn.
On se concentre sur une classe de me´thodes de minimisation M. Une me´thode de minimisation m
appartient a` M si elle ge´ne`re une suite {xk} satisfaisant la condition suivante :
xk+1 ∈ x0 + Lin
(
{∇ f (x0),∇ f (x1), ...,∇ f (xk)}
)
On peut montrer le re´sultat suivant [Nesterov, 2004, p. 61] :
The´ore`me 3.18. Pour tout k ≤ n−12 et tout x0 ∈ X, il existe une fonction f ∈ C∞(X), L-Lipschitz
diffe´rentiable telle que pour toute me´thode m ∈ M, on ait :
f (xk) − f ∗ ≥ 3L|x
0 − x∗|2X
32(k + 1)2 (3.29)
et :
|xk − x∗|2X ≥
1
8 |x
0 − x∗|2 (3.30)
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Ce re´sultat est lourd de conse´quences. Il indique qu’on ne peut pas obtenir de taux de convergence
satisfaisant sur la distance au minimiseur en faisant uniquement une hypothe`se de diffe´rentiabilite´ sur
la fonction a` minimiser. De plus il indique qu’aucune me´thode de premier ordre ne peut de´passer un
taux de convergence en O
(
1
k2
)
uniforme´ment sur tous les proble`mes convexes diffe´rentiables.
Rappelons aussi que la descente de gradient - avec toutes ses strate´gies de recherche line´aire -
n’avait un taux de convergence qu’en O
(
1
k
)
. Ce dernier the´ore`me semble donc indiquer qu’on peut
peut-eˆtre trouver des me´thodes plus efficaces. On pre´sentera dans la prochaine section une me´thode
“optimale” trouve´e re´cemment par Y. Nesterov [Nesterov, 2007a].
3.3.2 Cas non diffe´rentiable
Dans cette partie nous conside´rons le proble`me suivant :
min
x∈X
( f (x)) (3.31)
ou` f est convexe, M-Lipschitz continue sur une boule B(x∗,R). On note cette classe de proble`mes P′.
On se concentre sur une classe de me´thode de minimisation M′. Une me´thode de minimisation m′
appartient a` M′ si elle peut s’e´crire de la fac¸on suivante :
xk+1 ∈ x0 + Lin
(
{η0, η1, ..., ηk)}
)
ou` ∀i, ηi ∈ ∂ f (xi). On peut montrer le re´sultat suivant [Nesterov, 2004], p138 :
The´ore`me 3.19. Pour tout k ≤ n − 1, il existe une fonction f convexe M-Lipschitz sur B(x∗,R) telle
que pour toute me´thode m′ ∈ M′, on ait :
f (xk) − f ∗ ≥ MR
2(1 + √k + 1)
(3.32)
Aucune me´thode de premier ordre reposant sur les sous-gradients ne peut donc de´passer un taux
de convergence en O
(
1√
k
)
. Les me´thodes de descente de sous-gradient pre´sente´es dans la partie
pre´ce´dentes sont donc optimales. Ces me´thodes - bien qu’optimales - peuvent toutefois eˆtre tre`s lentes.
Imaginons par exemple que M = R = 1 et que l’on souhaite trouver une solution approche´e xk qui
satisfasse f (xk) − f ∗ ≤ 10−3. Avec une me´thode de sous-gradient, on aura besoin - au pire des cas -
de l’ordre de 106 ite´rations ! La borne de complexite´ obtenue pour des proble`mes diffe´rentiables e´tait
bien plus encourageante. Avec un taux de convergence en 1k2 , on n’a besoin que de 32 ite´rations pour
obtenir cette solution !
3.4 Conclusion
Les me´thodes d’optimisation que nous avons pre´sente´es permettent de re´soudre presque tous les
proble`mes d’optimisation convexe qui existent en traitement d’image. Ceci pourrait laisser penser
que les proble`mes d’optimisation convexe sont simples a` re´soudre. C’est faux lorsqu’on parle de
proble`mes d’optimisation en tre`s grande dimension. Il est absurde de re´aliser plus de 10000 ite´rations
d’une descente de sous-gradient avec pas de´croissant sur une image de taille 1000 × 1000. Or notre
expe´rience nous montre que c’est approximativement ce qu’il faut pour obtenir une solution qui ap-
proche correctement (au sens visuel) les proprie´te´s de la solution exacte. Les descentes de gradient
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se comportent tre`s bien sur des proble`mes diffe´rentiables bien conditionne´s, cependant plusieurs cen-
taines d’ite´rations peuvent eˆtre ne´cessaires pour obtenir une approximation satisfaisante. Ce nombre
est encore trop e´leve´ pour penser a` des applications en temps re´el.
Il nous semble donc ne´cessaire de chercher de nouvelles techniques plus efficaces d’optimisation.
Dans le chapitre suivant, nous pre´sentons plusieurs algorithmes de minimisation de premier ordre et
montrons que leurs taux de convergence sont meilleurs d’un ordre de grandeur que ceux pre´sente´s ici.
Chapitre 4
Algorithmes de minimisation structurels
multi-pas
Dans le chapitre pre´ce´dent, on a vu que les taux de convergence des sche´mas de premier ordre
e´taient majore´s. Ce re´sultat est a` interpre´ter avec pre´caution. Imaginons par exemple que l’on souhaite
re´soudre le proble`me suivant :
min
x∈X
(
f (x) = 1
2
|Ax − b|2Y + |x|l1(X)
)
(4.1)
ou` A : X → Y est une transforme´e line´aire et b ∈ Y une donne´e a` traiter. Ce proble`me a re´cemment
pris beaucoup d’importance en traitement du signal [Chen et al., 1998; Tropp, 2006] et en statistiques
[Miller, 2002]. Dans le cas ou` A est une matrice ale´atoire il devient un proble`me d’e´chantillonnage
compressif (compressed sensing) [Cande`s, 2006].
Une analyse rapide de ce proble`me indique qu’il est convexe non-diffe´rentiable. Si on utilise uni-
quement cette information et les sous-gradients de l’e´nergie, on ne peut pas espe´rer pouvoir montrer
un taux de convergence supe´rieur a` O
(
1√
k
)
. Une analyse plus fine de l’energie indique qu’elle est
compose´e de la somme d’une fonction Lipschitz diffe´rentiable
(
1
2 |Ax − b|2Y
)
et d’une fonction simple
(|x|l1(X)). On peut donc obtenir un taux de convergence bien meilleur en O
(
1
k
)
en utilisant l’algo-
rithme (3.16). On va voir que de re´cents de´veloppements permettent meˆme d’obtenir des taux de
convergence en O
(
1
k2
)
.
Les bornes de complexite´ que l’on a indique´es dans le chapitre pre´ce´dent ne sont donc vraies que
si on dispose d’une information limite´e sur les fonctions a` minimiser telles que leurs valeurs et leurs
gradients ou sous-gradients. Il est possible de de´passer ces bornes de complexite´ sur des classes de
proble`mes plus restreintes pour lesquelles on peut extraire plus de proprie´te´s des fonctions.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons pre´senter plusieurs classes de proble`mes non-diffe´rentiables
pour lesquelles on peut trouver des algorithmes qui de´passent les bornes de complexite´. On appelle ces
me´thodes “algorithmes de minimisation structurels” car elles exploitent la structure des fonctions en
jeu. Les algorithmes que nous allons pre´senter sont multi-pas dans le sens ou` a` l’ite´ration k la direction
de descente n’est pas calcule´e uniquement a` partir de ∇ f (xk) mais a` partir de Lin({∇ f (x0), ...,∇ f (xk)}).
Toutes les classes que l’on pre´sente sont compose´es de sommes ponde´re´es des fonctions liste´es
dans le paragraphe 2.3.
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4.1 Somme d’une fonction simple et d’une fonction Lipschitz
On a vu dans le chapitre pre´ce´dent que les me´thodes de premier ordre ne pouvaient pas avoir un
taux de convergence plus rapide que O
(
1
k2
)
uniforme´ment sur tous les proble`mes convexes diffe´rentiables.
Les me´thodes que l’on a pre´sente´ dans le paragraphe 3.1 avaient toutes un taux de convergence de
l’ordre de O
(
1
k
)
. Yurii Nesterov a essaye´ de combler cette diffe´rence et a trouve´ plusieurs sche´mas
de minimisation en O
(
1
k2
)
pre´sente´s dans [Nesterov, 1983; Nesterov, 2005b; Nesterov, 2005a; Neste-
rov, 2007a]. Ces sche´mas sont tous multi-pas au sens ou` la direction de descente n’est pas calcule´e
seulement a` partir du gradient a` l’ite´ration courante, mais a` partir du sous-espace line´aire engendre´ par
les gradients calcule´s aux ite´rations pre´ce´dentes. Cette ide´e est similaire aux techniques de gradient
conjugue´ mais dans un cadre non quadratique. Notons [Polyak, 1987], p.171 que le gradient conjugue´
(me´thode optimale pour minimiser des fonctions convexes quadratiques) a un taux de convergence
en O
(
1
k2
)
. Ce taux est identique a` celui obtenu par Y. Nesterov, mais dans un cadre bien plus limite´.
Il nous semble donc e´tonnant que ces me´thodes ne soient pas utilise´es bien plus largement en calcul
nume´rique. En effet, tre`s peu de travaux utilisent ces re´sultats pour le moment, et a` notre connaissance
peu d’auteurs essaient d’ame´liorer les re´sultats de Y. Nesterov.
4.1.1 Le principe des sche´mas multi-pas
Dans ce paragraphe, nous pre´sentons brie`vement les sche´mas optimaux de Y. Nesterov. Nous
utilisons la pre´sentation la plus re´cente de ces travaux [Nesterov, 2007a]. On s’inte´resse au proble`me
suivant :
min
x∈X
(φ(x) = f (x) + Ψ(x)) (4.2)
ou` f est L-Lipschitz diffe´rentiable, Ψ est une fonction simple, l-fortement convexe (l ≥ 0). Dans le
sche´ma [Nesterov, 2007a], trois objets sont actualise´s a` chaque ite´ration :
– Une suite minimisante {xk}.
– Une suite croissante de coefficients {Ak} construite de la fac¸on suivante :
A0 = 0, Ak+1 = Ak + ak+1, avec ak+1 > 0 (4.3)
– Une suite de fonctions {ψk} approchant Akφ :
ψk(x) = gk(x) + AkΨ(x) + 1
2
|x − x0|2X (4.4)
ou` x0 ∈ dom(Ψ) est le point de de´part de la me´thode et les fonctions gk sont des fonctions
line´aires construites a` partir des gradients ∇ f (xk).
L’astuce de la me´thode est de maintenir re´cursivement les deux relations suivantes : Akφ(xk) ≤ minx∈X
(
ψk(x)
)
ψk(x) ≤ Akφ(x) + 12 |x − x0|2X, ∀x ∈ X
(4.5)
Ceci assure clairement :
φ(xk) − φ(x∗) ≤ |x
∗ − x0|
2Ak
(4.6)
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Il faut donc trouver le moyen de faire augmenter la suite Ak le plus rapidement possible en main-
tenant les relations (4.5). Y. Nesterov [Nesterov, 2007a] pre´sente une strate´gie qui peut s’e´crire sous
la forme algorithmique suivante 1 :
Algorithme 4.1: Descente de gradient acce´le´re´
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N, un point de de´part x0 ∈ dom(Ψ).
Sortie : xN une estime´e de x∗.
de´but
Poser ψ0(x) = |x − x0|2X
Poser A0=0
pour k allant de 0 a` N faire
Calculer ak+1, solution de l’e´quation du second ordre (a
k+1)2
Ak + ak+1
= 2
1 + lAk
L
Poser ψk(x) =
k∑
i=1
ai
(
f (xi) + 〈∇ f (xi), x − xi〉X)
)
︸                                     ︷︷                                     ︸
gk(x)
+AkΨ(x) + 1
2
|x − x0|2X
Calculer vk = arg min
x∈X
(ψk(x))
Poser yk = Ak xk+ak+1vkAk+ak+1
Poser xk+1 = arg min
x∈X
(
f (yk) + 〈∇ f (yk), x − yk〉X + L2 |x − y
k |2X + Ψ(x)
)
Poser Ak+1 = Ak + ak+1
fin
fin
Le re´sultat central de Y. Nesterov est le suivant :
The´ore`me 4.20. L’algorithme (4.1) assure que Ak ≥ k22L et donc :
φ(xk) − φ(x∗) ≤ L|x
∗ − x0|2X
k2
(4.7)
Si l > 0 (i.e. Ψ est fortement convexe) alors il assure :
Ak ≥ max
 k22L , 1L
1 +
√
l
2L

2(k−1) (4.8)
D’ou` :
φ(xk) − φ(x∗) ≤ L
2
|x∗ − x0|2X
1 +
√
l
2L

−2(k−1)
(4.9)
Pour peu que les calculs des arg min soient calculables, ce sche´ma pre´sente donc un taux de conver-
gence optimal en O
(
1
k2
)
. Ce taux devient line´aire dans le cas fortement convexe.
1Nous avons simplifie´ volontairement le sche´ma de Y. Nesterov en supposant la constante de Lispchitz de f connue. Son
sche´ma permet de l’estimer ite´rativement.
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4.1.2 Comparaison avec les me´thodes a` un pas
Comparons maintenant les taux de convergence de cette me´thode avec l’algorithme a` un pas
(3.16) :
– Dans le cas non fortement convexe (l = 0), l’algorithme a` un pas (3.16) assurait φ(xk)− φ(x∗) ≤
2LR2
k+2 . Le taux de convergence (4.7) de l’algorithme multi-pas est donc supe´rieur d’un ordre de
grandeur. Si l’on souhaite obtenir une solution de pre´cision 10−3, pour un proble`me ou` R =
|x0 − x∗|X = L = 1, il faudra au pire des cas 32 ite´rations au sche´ma acce´le´re´ de Nesterov et
2000 ite´rations au sche´ma classique.
– Dans le cas fortement convexe, l’algorithme a` un pas (3.16) assurait :
φ(xk) − φ(x∗) ≤
(
1 − l
4L
)k
(φ(x0) − φ(x∗)) (4.10)
Notons a = lL . Dans ce cas, la borne supe´rieure de l’erreur (4.10) est proportionnelle a` :
(
1 + a
4 − a
)−k
(4.11)
De la meˆme fac¸on la borne supe´rieure du taux de convergence (4.9) de la me´thode multi-pas est
proportionnelle a` :
(
1 + (
√
2 + .5)a
)−k (4.12)
En conside´rant que a ∈ [0, 1] 2, on a 14−a ∈
[
1
4 ,
1
3
]
. Dans tous les cas, cette constante est bien
infe´rieure a`
√
2 + .5 ∼ 1.9.
On voit donc que le sche´ma de minimisation acce´le´re´ a une efficacite´ de loin supe´rieure au sche´ma
a` un pas plus classique. En traitement d’images, ceci se traduit par des temps de calculs divise´s par des
facteurs 100 pour obtenir des solutions visuellement satisfaisantes a` certains proble`mes d’optimisation
mal conditionne´s (voir par exemple la figure 5.8 ou le chapitre 7).
4.1.3 Re´e´criture de l’algorithme avec des fonctions prox
L’algorithme (4.1) est difficile a` imple´menter tel quel. Pour l’utiliser en pratique, on peut le re´e´crire
(avec un peu de travail) sous la forme suivante :
2L’inverse du “conditionnement” a peut eˆtre supe´rieur a` 1 dans les rares cas ou` le parame`tre de forte convexite´ de Ψ est
plus grand que la constante de Lispchitz de f . Nous n’avons pas rencontre´ de tels proble`mes pendant cette the`se.
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Algorithme 4.2: Descente de gradient acce´le´re´e version imple´mentable
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N, un point de de´part x0 ∈ dom(Ψ).
Sortie : xN une estime´e de x∗.
de´but
Poser A = 0
Poser g = 0
Poser x = x0
pour k allant de 0 a` N faire
t = 2
1 + lA
L
.
a =
t +
√
t2 + 4tA
2
.
v = proxAΨ
(
x0 − g
)
y =
Ax + av
A + a
x = prox 1
LΨ
(
y − ∇ f (y)
L
)
g ← g + a∇ f (x)
A ← A + a
fin
fin
Pour utiliser cet algorithme, il suffit de savoir calculer l’ope´rateur proxαΨ pour tout α ∈ R+. C’est
le cas - par de´finition - si Ψ est simple. En terme de complexite´ algorithmique, chaque ite´ration de ce
sche´ma couˆte deux appels a` la fonction prox et deux calculs de ∇ f . Chaque ite´ration de ce sche´ma
couˆte donc deux fois celle de l’algorithme a` un pas (3.16). En pratique, ce surcouˆt est ge´ne´ralement
largement compense´ par le gain en efficacite´ de la me´thode.
4.1.4 Re´e´criture de l’algorithme avec des projecteurs
Lorsque la fonction Ψ est la fonction indicatrice d’un ensemble convexe K, l’algorithme peut
encore eˆtre re´e´crit sous une forme qu’on utilisera souvent dans les expe´riences nume´riques [Weiss et
al., 2007a].
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Algorithme 4.3: Descente de gradient acce´le´re´e dans le cas contraint
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N, un point de de´part x0 ∈ dom(Ψ).
Sortie : xN une estime´e de x∗.
de´but
Poser k = −1
Poser g(−1) = 0
Poser x0 ∈ K (une estime´e pre´cise de x∗ si possible)
Poser L = constante de Lipschitz de ∇ f
pour k allant de 0 a` N − 1 faire
Calculer ηk = ∇ f (xk)
Calculer yk = ΠK
(
xk − ηkL
)
Poser gk = gk−1 + k+12 η
k
Calculer vk = ΠK
(
x0 − gkL
)
Poser xk+1 = 2k+3 v
k + k+1k+2 y
k
fin
fin
Notons que dans ce sche´ma, on ne calcule ∇ f qu’une seule fois par ite´ration. Ce sche´ma peut donc
diviser par deux les temps de calcul de l’algorithme 4.2.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons voir que ces sche´mas d’optimisation permettent de
re´soudre efficacement d’autres proble`mes que ceux compose´s de la somme d’une fonction simple
et d’une fonction Lipschitz.
4.2 Somme d’une fonction max et d’une fonction fortement convexe
La me´thode que nous pre´sentons dans ce chapitre a e´te´ trouve´e pendant la the`se. C’est en analy-
sant l’algorithme de A. Chambolle [Chambolle, 2004] que nous nous sommes aperc¸us qu’il pouvait
eˆtre ge´ne´ralise´ a` une classe de proble`mes bien plus large. L’algorithme que nous proposons a une ef-
ficacite´ tre`s nettement supe´rieure a` l’algorithme initial [Chambolle, 2004]. Nous donnons son taux de
convergence en norme l2 et en termes d’objectif, ce qui e´tait jusqu’a` pre´sent une question ouverte.
4.2.1 Ide´e de la me´thode sur un exemple
Expliquons brie`vement le principe de la technique sur un exemple simple. Dans [Chambolle,
2004], l’auteur propose un sche´ma efficace et convergent pour re´soudre le proble`me de Rudin-Osher-
Fatemi :
min
y∈Y
(
|∇y|l1(X) + λ|y − y0|2Y
)
(4.13)
ou` ∇ : Y → X est la discre´tisation de l’ope´rateur gradient (voir annexe A.1), y0 est une donne´e
a` de´bruiter et λ > 0 est un parame`tre du mode`le. Exprimons le proble`me dual a` (4.13). On note
K = {x ∈ X, |x|l∞(X) ≤ 1}. On a :
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min
y∈Y
(
|∇y|l1(X) + λ|y − y0|2Y
)
(4.14)
= min
y∈Y
(
max
x∈K
(〈∇y, x〉X) + λ|y − y0|2Y
)
(4.15)
= min
y∈Y
(
max
x∈K
(
〈y,−div x〉Y + λ|y − y0|2Y
))
(4.16)
= max
x∈K
(
min
y∈Y
(
〈y,−div x〉Y + λ|y − y0|2Y
))
(4.17)
= max
x∈K
−|div x|2Y4λ + 〈y0,−div x〉Y
 (4.18)
A, Chambolle montre que la solution du proble`me dual (4.18) permet de de´terminer la solution du
proble`me primal (4.13). L’inte´reˆt du proble`me dual est qu’il est Lipschitz diffe´rentiable alors que le
proble`me primal est non diffe´rentiable. On peut donc le re´soudre efficacement avec des me´thodes de
type descente de gradient projete´ 3. Dans la suite nous pre´sentons une ge´ne´ralisation de cette me´thode.
4.2.2 L’algorithme et son taux de convergence
On s’inte´resse ici aux proble`mes du type suivant :
min
y∈Y
( f (y) + ϕ(y)) (4.19)
ou` f est une fonction max et ϕ est une fonction l-fortement convexe. Par de´finition, f peut s’e´crire
sous la forme :
f (y) = max
x∈X
(〈By, x〉X − Ψ(x)) (4.20)
ou` B : Y → X est une fonction line´aire et Ψ : X → R est une fonction simple µ-fortement convexe
(µ ≥ 0). On suppose de plus que le domaine de Ψ est borne´ 4. Le proble`me (4.19) peut eˆtre re´e´crit :
min
y∈Y
( f (y) + ϕ(y)) (4.21)
= min
y∈Y
(
max
x∈X
(〈By, x〉X − Ψ(x)) + ϕ(y)
)
(4.22)
= max
x∈X
miny∈Y (〈By, x〉X + ϕ(y))︸                     ︷︷                     ︸
ˆf (x)
−Ψ(x)
 (4.23)
= max
x∈X
(
ˆf (x) − Ψ(x)
)
(4.24)
= −min
x∈X
(
− ˆf (x) + Ψ(x)
)
(4.25)
3dans [Chambolle, 2004] l’auteur propose une me´thode originale, mais lente par rapport aux de´veloppements re´cents.
4Cette hypothe`se peut eˆtre remplace´e par des hypothe`ses de croissance plus que line´aire a` l’infini de Ψ. En pratique,
nous n’aurons pas besoin de l’affiner.
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D’apre`s le lemme 2.8, la fonction ˆf est concave, Lipschitz diffe´rentiable de constante de Lipschitz
L = ||B||
2
l .
Le proble`me (4.25) est appele´ proble`me dual ou adjoint a` (4.19). Ce proble`me est la somme d’une
fonction simple et d’une fonction Lipschitz diffe´rentiable. Il peut donc eˆtre minimise´ efficacement par
l’algorithme multi-pas 4.2. Analysons maintenant son taux de convergence. Notons φ(y) = f (y)+ϕ(y)
et ˆφ(x) = − ˆf (x) + Ψ(x). Notre re´sultat principal est le suivant :
The´ore`me 4.21. Soit l’algorithme suivant :
Algorithme 4.4: Descente de gradient dual acce´le´re´e
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N, un point de de´part x0 ∈ dom(Ψ).
Sortie : y¯N une estime´e de y∗.
de´but
Poser ψ0(x) = |x − x0|2X
Poser A0=0
Poser L =
||B||2
l
pour k allant de 0 a` N − 1 faire
Calculer ak+1, solution de l’e´quation du second ordre (a
k+1)2
Ak + ak+1
= 2
1 + µAk
L
vk = arg min
x∈X
(ψk(x))
zk =
Akxk + ak+1vk
Ak + ak+1
xk+1 = arg min
x∈X
(
− ˆf (zk) − 〈∇ ˆf (zk), x − zk〉X + L2 |x − z
k |2X + Ψ(x)
)
yk+1 = arg min
y∈Y
(
〈y, B∗xk〉Y + ϕ(y)
)
ψk+1(x) = ψk(x) + ak+1
(
− ˆf (xk+1) − 〈∇ ˆf (xk+1), x − xk+1〉X) + Ψ(x)
)
Ak+1 = Ak + ak+1
fin
Poser y¯N =
1
AN
N∑
i=1
aiyi
fin
Il assure que :
φ(y¯N) − φ(y∗) ≤ D
AN
(4.26)
avec D = max
x∈dom(Ψ)
(
|x − x0|2X
)
et AN ≥ max
(
lN2
||B||2 ,
µ
||B||2
(
1 +
√
µl
2||B||2
)2(k−1))
. De plus on a :
|y¯N − y∗|2Y ≤
2
l
D
AN
(4.27)
On obtient donc un taux de convergence en O
(
1
k2
)
pour une classe assez large de fonctions non-
diffe´rentiables. Le gain par rapport aux me´thodes de sous-gradient en O
(
1√
k
)
est tre`s grand. Notons de
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plus qu’on obtient un taux de convergence en norme ce qui est inhabituel (voir the´ore`me 3.18 e´quation
(3.30)).
De´monstration. On a vu pre´ce´demment que :
min
y∈Y
(φ(y)) = max
x∈X
(− ˆφ(x)) (4.28)
Soit y∗ et x∗ la solution des proble`mes primal (gauche) et dual (droite) respectivement. On a
φ(y∗) = − ˆφ(x∗) et :
φ(y) ≥ − ˆφ(x) ∀(x, y) ∈ X × Y (4.29)
Le sche´ma (4.2) applique´ au proble`me suivant :
min
x∈X
(
− ˆf (x) + Ψ(x)
)
(4.30)
ge´ne`re une suite de points {xk} qui satisfait :
Ak ˆφ(xk) ≤ min
x∈X
(
ψk(x)
)
(4.31)
≤ min
x∈X
12 |x − x0|2X + AkΨ(x) −
k∑
i=1
ai[ ˆf (xi) + 〈∇ ˆf (xi), x − xi〉X]
 (4.32)
Notons yk = arg min
y∈Y
(
〈y, B∗xk〉Y + ϕ(y)
)
. Ce minimium est unique car ϕ est fortement convexe. On
a ˆf (xk) = 〈yk, B∗xk〉Y + ϕ(yk). D’apre`s le lemme (2.2), ˆf est de´rivable et sa de´rive´e est ∇ ˆf (xk) = Byk.
On a donc :
ˆf (xi) + 〈∇ ˆf (xi), x − xi〉X = ϕ(yi) + 〈yi, B∗x〉Y (4.33)
Notons :
y¯k =
1
Ak
k∑
i=1
aiyi (4.34)
On obtient alors :
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min
x∈X
(
ψk(x)
)
(4.35)
(4.32)
≤ min
x∈X
12 |x − x0|2X + AkΨ(x) −
k∑
i=1
ai[ϕ(yi) + 〈yi, B∗x〉Y]
 (4.36)
(4.34) + ϕ convexe
≤ min
x∈X
(
1
2
|x − x0|2X + AkΨ(x) − Akϕ(y¯k) − Ak〈y¯k, B∗x〉Y
)
(4.37)
≤ −Akϕ(y¯k) − Ak max
x∈X
(
〈By¯k, x〉Y − Ψ(x) − 12Ak |x − x
0|2X
)
(4.38)
(4.20)≤ −Akϕ(y¯k) − Ak f (y¯k) + 1
2
|x¯k − x0|2X (4.39)
≤ −Akφ(y¯k) + 1
2
|x¯k − x0|2X (4.40)
A la ligne (4.39), x¯k peut eˆtre n’importe quel e´le´ment de arg max
x∈X
(
〈By¯k, x〉Y − Ψ(x)
)
. Finalement,
en utilisant (4.31) on obtient :
φ(y¯k) ≤ − ˆφ(xk) + 1
2Ak
|x¯k − x0|2X (4.41)
En soustrayant φ(y∗) a` gauche et − ˆφ(x∗) a` droite (il sont e´gaux), on obtient :
φ(y¯k) − φ(y∗) ≤ ˆφ(x∗) − ˆφ(xk) + 1
2Ak
|x¯k − x0|2X (4.42)
En utilisant le the´ore`me 4.7, on a finalement :
φ(y¯k) − φ(y∗) ≤ |x
∗ − x0|2
2Ak
+
1
2Ak
|x¯k − x0|2X (4.43)
Reste a` majorer |x∗ − x0|2X et |x¯k − x0|2X par D pour obtenir le re´sultat annonce´ :
φ(y¯k) − φ(y∗) ≤ D
Ak
(4.44)
En utilisant le the´ore`me 4.20 on conclut sur la croissance des Ak en choisissant L = ||B||
2
l . Finale-
ment, on utilise la relation (2.52) pour obtenir le taux de convergence en norme.

Pour conclure, nous donnons une version imple´mentable de l’algorithme (4.4) pour faciliter son
utilisation.
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Algorithme 4.5: Sche´ma dual acce´le´re´ imple´mentable
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N, un point de de´part x0 ∈ dom(Ψ).
Sortie : y¯N une estime´e de y∗.
de´but
Poser A=0
Poser L =
||B||2
l
Poser g = 0
Poser x = x0
Poser y¯ = 0
pour k allant de 0 a` N faire
t = 21 + µA
L
.
a =
t +
√
t2 + 4tA
2
.
v = proxAΨ
(
x0 − g
)
z =
Ax + av
A + a
x = prox 1
LΨ
(
z +
∇ ˆf (z)
L
)
y = arg min
y∈Y
(〈y, B∗x〉Y + ϕ(y))
y¯ ← y¯ + ay
g ← g − a∇ ˆf (x)
A ← A + a
fin
y¯N =
y¯
A
fin
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Dans les deux parties pre´ce´dentes on a pre´sente´ deux techniques qui permettent de re´soudre des
proble`mes tels que celui de Rudin-Osher-Fatemi ou celui de l’e´chantillonnage compressif. Ces al-
gorithmes ne sont cependant utilisables que s’il est possible de rendre diffe´rentiable une partie du
proble`me. Pour l’e´chantillonage compressif ou la de´composition sur un dictionnaire (4.1), on avait
besoin de la diffe´rentiabilite´ du terme |Ax − b|2Y . Pour le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi (4.13), on
avait besoin de la diffe´rentiabilite´ de la fonction couˆt duale (4.18) |y0 + 12λdiv x|2X.
De nombreux proble`mes re´cents de traitement d’images ne satisfont pas cette hypothe`se. C’est le
cas notamment de certains mode`les de de´composition d’images en texture et en ge´ome´trie. Prenons
l’exemple simple du mode`le BV − L1 analyse´ notamment dans [Alliney, 1997; Nikolova, 2004; Chan
et Esedoglu, 2005; Darbon et Sigelle, 2006]. Celui-ci s’e´crit sous la forme suivante :
min
x∈X
(
|∇x|l1(Y) + λ|x − x0|l1(X)
)
(4.45)
La fonction a` minimiser peut eˆtre vue comme la somme de deux fonctions de type max ou comme
la somme d’une fonction simple et d’une fonction de type max. Le terme |∇x|l1(Y) est non diffe´rentiable,
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la me´thode de la section 4.1 n’est donc pas applicable. La fonction |x − x0|l1(X) est non fortement
convexe, la me´thode de la section 4.2 n’est donc pas - elle non plus - applicable. Pour le moment, la
seule me´thode applicable que l’on ait pre´sente´e est la me´thode de sous-gradient (3.20) qui converge
en O
(
1√
k
)
.
Dans cette section, nous proposons trois me´thodes pour re´soudre ce genre de proble`mes. Nous
nous inte´ressons aux proble`mes du type :
min
x∈X
( f (x) + Ψ(x)) (4.46)
ou` f est une fonction max et Ψ est une fonction simple. On note φ = f + Ψ. Les sche´mas que l’on
va pre´senter permettent aussi de minimiser la somme d’une fonction Lipschitz diffe´rentiable, d’une
fonction max et d’une fonction simple. Nous avons enleve´ la fonction Lipschitz diffe´rentiable pour
simplifier la pre´sentation. Toutes les me´thodes sugge´re´es ont un taux de convergence en O
(
1
k
)
et
partagent le meˆme principe :
– Re´gulariser la fonction max pour la rendre Lipschitz diffe´rentiable.
– Minimiser la fonction re´gularise´e a` l’aide d’un sche´ma efficace de Y. Nesterov. L’efficacite´ du
sche´ma permet de compenser l’erreur d’approximation.
Ce principe a e´te´ initialement propose´ par Y. Nesterov dans [Nesterov, 2005b]. Nous pre´sentons
son principe puis nous proposons une deuxie`me version originale ou seule la fonction duale est
re´gularise´e. Nous avons re´cemment de´couvert une variante ou` les fonctions primale et duale sont
re´gularise´es dans [Nesterov, 2005a]. Ces diffe´rents sche´mas ont tous le meˆme taux de convergence
the´orique en O
(
C
k
)
, mais la constante C de´pend du sche´ma. Suivant les proble`mes, il faut donc pre´fe´rer
l’une ou l’autre de ces versions.
4.3.1 Re´gularisation du proble`me primal
Dans ce paragraphe, nous pre´sentons une strate´gie de re´gularisation du proble`me primal (4.46).
Montrons le principe de cette strate´gie sur le proble`me BV − L1. Plutoˆt que de re´soudre (4.45), on
re´sout le proble`me perturbe´ suivant :
min
x∈X
 n∑
i=1
√
|(∇x)|2i + µ2 + λ|x − x0|l1(X)
 (4.47)
On peut montrer que |
n∑
i=1
√
|(∇x)i |2 + µ2− |∇x|l1(Y)| ≤ nµ. C’est donc une bonne approximation de
la norme l1 5. De plus, cette nouvelle fonction est ||div ||
2
µ
-Lipschitz diffe´rentiable. On peut donc re´soudre
(4.47) avec le sche´ma de Nesterov acce´le´re´ 4.2. Dans la suite, nous ge´ne´ralisons cette approche et
analysons son taux de convergence.
On suppose ici que dans l’e´quation (4.46), f peut s’e´crire sous la forme :
f (x) = max
y∈Y
(〈Ax, y〉Y − ϕ(y)) (4.48)
5Le fait que l’erreur d’approximation augmente line´airement en n n’est pas geˆnant. Pour un proble`me en dimension n, il
est naturel de souhaiter obtenir une solution de pre´cision nǫ.
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ou` ϕ : Y → R est une fonction convexe de domaine borne´. Le lemme 2.8 permet alors de de´finir une
approximation lisse de f . On choisit une fonction fortement convexe d : dom(ϕ) → R de parame`tre
de forte convexite´ l > 0. On peut alors de´finir l’approximation de f suivante :
fµ(x) = max
y∈Y
(〈Ax, y〉Y − ϕ(y) − µd(y)) (4.49)
Cette fonction a un gradient Lispchitz dont la constante est :
Lµ =
||A||2
µl (4.50)
De plus l’approximation fµ satisfait :
fµ(x) ≤ f (x) ≤ fµ(x) + µD (4.51)
avec D = max
y∈dom(ϕ)
(d(y)). On peut maintenant de´finir le proble`me approche´ de (4.46) :
min
x∈X
(
fµ(x) + Ψ(x)
)
(4.52)
Ce proble`me peut eˆtre re´solu efficacement avec le sche´ma multi-pas de Y. Nesterov. On note {xkµ}
la suite de points ge´ne´re´e par l’algorithme (4.1), φµ = fµ + Ψ, x∗ la solution du proble`me (4.46) et x∗µ
la solution du proble`me (4.52). On peut alors montrer le re´sultat suivant :
The´ore`me 4.22. La strate´gie suivante :
– Fixer un nombre d’ite´rations N
– Fixer un point de de´part x0µ
– Choisir le parame`tre de re´gularisation µ de la fac¸on suivante : µ = µ(N) = ||A|| · |x
0
µ − x∗µ|X
N
√
lD
– Appliquer l’algorithme 4.1 au proble`me (4.52) avec les parame`tres ci-dessus
assure que :
0 ≤ φ(xNµ ) − φ(x∗) ≤ 2
||A|| · |x0µ − x∗µ|X
√
D
N
√
l
(4.53)
De´monstration. D’apre`s (4.51), on a ∀x ∈ X :
φ(x) ≤ φµ(x) ≤ φ(x) + µD (4.54)
De plus, d’apre`s le the´ore`me 4.20, on a :
φµ(xkµ) ≤ φµ(x∗µ) +
||A||2|x0µ − x∗µ|2X
µlk2
(4.55)
D’ou` :
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φ(xkµ) ≤ φµ(xkµ) (4.56)
≤ φµ(x∗µ) +
||A||2|x0µ − x∗µ|2X
µlk2
(4.57)
≤ φµ(x∗) +
||A||2|x0µ − x∗µ|2X
µlk2
(4.58)
≤ φ(x∗) + µD + ||A||
2|x0µ − x∗µ|2X
µlk2
(4.59)
Finalement au bout de N ite´rations, on sait que :
0 ≤ φ(xNµ ) − φ(x∗) ≤ µD +
||A||2|x0µ − x∗µ|2X
µlN2
(4.60)
On peut maintenant minimiser la fonction µ 7→ µD+
||A||2|x0µ − x∗µ|2X
µlN2
. Le minimum est atteint pour
µ = µ(N) = ||A|| · |x
0
µ − x∗µ|X
N
√
lD
et il vaut 2
||A|| · |x0µ − x∗µ|X
√
D
N
√
l
.

Notons que dans les hypothe`ses du the´ore`me 4.22, on a besoin de connaıˆtre le terme |x0µ − x∗µ|X .
C’est rarement le cas. En choisissant une majoration de ce terme on maintient le taux de convergence
en O
(
1
k
)
. Une telle majoration peut notamment eˆtre facilement obtenue si Ψ a un domaine borne´. No-
tons aussi qu’on a duˆ faire l’hypothe`se que ϕ a un domaine borne´ pour s’assurer que l’approximation
fµ e´tait proche de f . La pratique montre que cette hypothe`se n’est pas force´ment ne´cessaire. Expliquer
ce phe´nome`ne est un the`me d’e´tude inte´ressant qu’on reprendra peut-eˆtre dans nos travaux futurs.
Nous avons donc pre´sente´ une strate´gie de minimisation qui converge en O
(
1
k
)
. Ce taux de conver-
gence est bien plus satisfaisant que le taux des me´thodes de sous-gradient en O
(
1√
k
)
(pourtant opti-
males !). La re´gularisation des normes l1 ou l∞ est une approche souvent critique´e dans les articles de
recherche. L’argument ge´ne´ralement invoque´ est qu’en minimisant une approximation, on ne converge
pas vers la bonne solution. Le re´sultat de convergence qu’on a pre´sente´ montre au contraire que
re´gulariser des fonctions non-diffe´rentiables est une bonne solution pour exploiter la connaissance
de leur structure.
4.3.2 Re´gularisation du proble`me dual
Dans cette partie, nous pre´sentons une strate´gie de re´gularisation alternative. Cette strate´gie a e´te´
utilise´e re´cemment dans plusieurs travaux [Aujol et Chambolle, 2005; Aujol et al., 2006; Huang et al.,
2008]. Dans la suite nous analysons son efficacite´ the´orique (ce qui a` notre connaissance est un re´sultat
original). Nous proposons aussi une strate´gie de minimisation plus efficace que celles propose´es dans
[Aujol et Chambolle, 2005; Aujol et al., 2006; Huang et al., 2008]. Dans ces articles, les auteurs
utilisent des algorithmes de minimisations alterne´es. Nous n’avons pas trouve´ d’inte´reˆt (en termes
de taux de convergence) a` ces approches, car une minimisation directe peut eˆtre effectue´e et e´vite
d’obtenir des erreurs difficilement controˆlables a` chaque ite´ration.
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On conside`re le proble`me suivant :
min
y∈Y
 f (y) + ϕ(y)︸       ︷︷       ︸
φ(y)
 (4.61)
ou` ϕ est une fonction simple et f est une fonction max s’e´crivant sous la forme :
f (y) = max
x∈X
(〈Ay, x〉X − Ψ(x)) (4.62)
Dans cette e´quation, Ψ est une fonction convexe de domaine borne´6. L’ide´e de la me´thode que
l’on pre´sente consiste a` re´gulariser non pas la fonction primale, mais la fonction duale. Plutoˆt que de
re´soudre (4.61) on re´sout le proble`me perturbe´ suivant :
min
y∈Y
 f (y) + ϕ(y) +
l
2
|y − y0|2Y︸                         ︷︷                         ︸
φl(y)
 (4.63)
ou` y0 ∈ dom(ϕ) est une estime´e de la solution y∗ de (4.61). La fonction y → f (y) + l
2
|y − y0|2Y est
fortement convexe de parame`tre de convexite´ l. On peut donc utiliser l’algorithme pre´sente´ dans la
partie 4.2 pour re´soudre (4.63). La dualite´ min-max donne :
min
y∈Y
(
φ(y) + l
2
|y − y0|2Y
)
(4.64)
= min
y∈Y
(
max
x∈X
(〈Ay, x〉X − Ψ(x)) + ϕ(y) + l2 |y − y
0|2Y
)
(4.65)
= max
x∈X

min
y∈Y
(
〈y, A∗x〉X + ϕ(y) + l2 |y − y
0|2Y
)
︸                                        ︷︷                                        ︸
ˆfl(x)
−Ψ(x)

(4.66)
= −min
x∈X
− ˆfl(x) + Ψ(x)︸           ︷︷           ︸
ˆφl(x)
 (4.67)
L’algorithme 4.4 ge´ne`re une suite de points {y¯kl } qui converge vers la solution y∗l du proble`me
(4.63). Notons x∗l la solution du proble`me (4.67), y∗l la solution du proble`me (4.63) et y∗ la solution de
(4.61). On peut alors montrer le re´sultat suivant :
The´ore`me 4.23. Soit la strate´gie suivante :
– Choisir un point y0 (proche de y∗) et x0 (proche de x∗l ).
– Choisir un nombre d’ite´rations N.
6les conditions d’applicabilite´ de la me´thode de re´gularisation du proble`me dual sont donc les meˆmes que celles de la
me´thode de re´gularisation du proble`me primal
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– Poser l =
|x0 − x∗l |X ||A||
√
2
|y0 − y∗|Y · N
– Appliquer l’algorithme 4.4 au proble`me (4.63).
Elle assure que :
φ(y¯Nl ) − φ(y∗) ≤
√
2|x0 − x∗l |X |y0 − y∗|Y ||A||
N
(4.68)
De´monstration. On a :
φ(y¯Nl )
def≤ φl(y¯Nl ) (4.69)
4.26≤ φl(y∗l ) +
|x0 − x∗l |2X
AN
(4.70)
min≤ φl(y∗) +
|x0 − x∗l |2X
AN
(4.71)
def≤ φ(y∗) + l
2
|y∗ − y0|2Y +
|x0 − x∗l |2X
AN
(4.72)
4.26≤ φ(y∗) + l
2
|y∗ − y0|2Y +
|x0 − x∗l |2X · ||A||2
k2l
(4.73)
Au bout de N ite´rations on s’assure donc que :
0 ≤ φ(y¯Nl ) − φ(y∗) ≤
l
2
|y∗ − y0|2Y +
|x0 − x∗l |2X · ||A||2
k2l
(4.74)
En minimisant la partie de droite de (4.74) par rapport a` l, on obtient le re´sultat annonce´.

Comme dans la partie pre´ce´dente, il faut eˆtre capable d’e´valuer |x0−x∗l |X et |y0−y∗|Y pour appliquer
la strate´gie propose´e dans le the´ore`me 4.23. Ceci est rarement possible mais il suffit en fait de choisir
l de l’ordre de 1N pour assurer que l’erreur de´croıˆt elle aussi en
1
N . La strate´gie pre´sente´e est donc
imple´mentable et converge en O
(
1
k
)
.
4.3.3 Re´gularisation du proble`me primal-dual
Dans le cas particulier ou` dom(ϕ) et dom(Ψ) sont borne´s, Y. Nesterov dans [Nesterov, 2005a] pro-
pose une me´thode de minimisation qui repose sur la re´gularisation des fonctions primales et duales.
L’inte´reˆt de cette me´thode est que les parame`tres de re´gularisation sont diminue´s ite´rativement lors
du processus de minimisation. Ainsi, ce n’est pas la peine de fixer le nombre d’ite´rations pour sa-
voir comment choisir les parame`tres de re´gularisation l et µ. Nous de´taillons le principe de cette
me´thode et l’appliquons sur le proble`me de de´composition en texture et en ge´ome´trie dans l’annexe
A.3. Ce sche´ma de minimisation semble n’avoir jamais e´te´ imple´mente´ en pratique (le papier [Nes-
terov, 2005a] ne contient aucun exemple). Notre imple´mentation me`ne a` des re´sultats de´cevants par
rapport aux me´thodes pre´sente´es pre´ce´demment. Bien que son principe soit tre`s inte´ressant, nous ne
la recommandons donc pas en pratique.
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Finalement, on peut se demander s’il est inte´ressant de re´gulariser a` la fois les fonctions primales
et duales. Ainsi la fonction a` minimiser devient a` la fois fortement convexe et Lipschitz diffe´rentiable.
Cette strate´gie permet de minimiser la fonction approche´e avec un taux de convergence line´aire (4.8).
Cependant, le conditionnement du proble`me est trop mauvais, et cette me´thode ne semble pas apporter
de gain en pratique.
4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ plusieurs algorithmes de minimisation dont les perfor-
mances the´oriques de´passent nettement celles des me´thodes plus classiques pre´sente´es dans le cha-
pitre 3. Deux d’entre eux sont a` notre connaissance originaux (voir parties 4.2 et 4.3.2).
Une comparaison des taux de convergence the´oriques ne suffit pas force´ment a` montrer qu’une
me´thode est plus efficace qu’une autre. En effet, les taux que l’on a pre´sente´s jusqu’a` pre´sent sont
les plus pre´cis uniforme´ment sur de larges classes de proble`mes, mais ils peuvent eˆtre bien meilleurs
sur des instances particulie`res de ces classes. De plus, nous n’avons pas e´tudie´ l’impact des bruits de
quantification qui apparaissent ne´cessairement pour des calculs en arithme´tique finie et qui peuvent
de´grader notablement l’efficacite´ d’une me´thode. Nous ve´rifierons donc expe´rimentalement, dans le
chapitre 7, que le classement des me´thodes est effectivement respecte´. Les me´thodes que nous venons
de pre´senter sont bien plus efficaces que les me´thodes du chapitre 3.
Par la suite, nous allons montrer que ces algorithmes peuvent eˆtre applique´s a` de nombreux
proble`mes de restauration rencontre´s couramment en traitement des images. Nous traiterons notam-
ment les proble`mes de restauration avec des a priori de re´gularite´ ou de parcimonie. Nous trai-
terons diffe´rents types de perturbations telles que le flou, des bruits additifs impulsionnels, gaus-
siens, uniformes ou de compression. Nous montrerons que les algorithmes pre´sente´s permettent aussi
de re´soudre efficacement des proble`mes plus complexes tels que la reconstruction d’images floues,
e´chantillonne´es irre´gulie`rement avec l’un des bruits cite´s pre´ce´demment. Nous les appliquerons aussi
pour des taˆches de de´composition d’images en texture et en ge´ome´trie.
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Chapitre 5
Application a` la restauration d’images
La restauration d’images nume´riques est un domaine tre`s vaste. Il existe des me´thodes de restau-
ration tre`s varie´es adapte´es a` de nombreux syste`mes optiques diffe´rents. Dans cette the`se nous nous
focaliserons sur les me´thodes dites variationnelles. Un lecteur inte´resse´ par une vision plus large des
diffe´rentes me´thodes de restauration peut se re´fe´rer a` la liste non exhaustive suivante :
– Le livre [Mallat, 1999] pre´sente la the´orie et les applications des ondelettes.
– Le livre [Aubert et Kornprobst., 2006] pre´sente les me´thodes variationnelles en continu et les
approches par e´quations aux de´rive´es partielles.
– Les livres [Tarantola, 2005; Idier, 2008] pre´sentent de fac¸on de´taille´e les proble`mes inverses et
les approches baye´siennes sur diffe´rents proble`mes de restauration.
– Les articles [Buades et al., 2005b; Buades et al., 2005a] pre´sentent un nouveau formalisme de
restauration : les approches non locales.
De fac¸on assez ge´ne´rale on peut conside´rer qu’une image nume´rique est forme´e par un syste`me
physique qui restitue une partie de l’information pre´sente dans l’image analogique originale. En
mathe´matiques, on peut repre´senter le syste`me d’acquisition de l’image nume´rique par une fonction :
˜F : H → Y
y0 → y0 = ˜F(y0) (5.1)
Dans cette e´quation, l’espace H est un espace fonctionnel (L2, Sobolev, BV, Besov,...) mode´lisant
tout ce qui peut repre´senter une image analogique. ˜F mode´lise le syste`me d’acquisition (e´chantillonnage,
flou, bruits, compression, ...). y0 est l’image continue “parfaite” que l’on souhaite retrouver a` partir
de l’observation y0. Notons tout de suite qu’il est impossible de restituer toute l’information contenue
dans y0 a` partir d’un nombre n fini de pixels, a` moins que H soit lui-meˆme un espace de dimension fi-
nie ou de´nombrable (fonctions a` spectre borne´, fonctions creuses dans une base). Retrouver y0 semble
donc sans espoir, par contre on peut essayer de l’approcher au mieux possible. Le proble`me de la
restauration d’images peut donc eˆtre formule´ comme suit : trouver l’image la plus “proche” de y0 a`
partir de y0.
Etant donne´ un syste`me optique ˜F et une image nume´rique y0, on sait que y0 ∈ ˜F−1(y0). Cet
ensemble est rarement re´duit a` un singleton. Pour approcher y0 il faut alors de´finir des a priori sur
l’image. Par exemple, on peut rechercher l’image la plus “re´gulie`re” parmi les e´le´ments de ˜F−1(y0).
Ceci peut se faire a` l’aide d’une e´nergie ˜φ : H → R sur les images. On de´finit l’image restaure´e y∗
comme suit :
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y∗ = arg inf
y∈ ˜F−1(y0)
(
˜φ(y)
)
(5.2)
Un syste`me informatique est incapable de travailler dans des espaces de fonctions de dimension
infinie. Pour re´soudre le proble`me (5.2) on a donc souvent recours a` l’astuce suivante. On de´finit une
famille d’espaces {Hm}m de dimension finie (m ≥ n) qui satisfait ∀y ∈ H :
lim
m→∞ |ΠHm(y) − y|H = 0 (5.3)
ou` | · |H est une norme sur H. Pour certains espaces H, on peut obtenir des approximations plus fines
telles que :
|ΠHm(y) − y|H = cte
mα
(5.4)
avec α > 0. De telles techniques sont couramment utilise´es lorsqu’on utilise des e´le´ments finis ou
des diffe´rences finies dans des espaces de fonctions re´gulie`res. La the´orie de la gamma convergence
[Braides, 2002] permet souvent de montrer la convergence de solutions discre´tise´es vers les solutions
continues. Pour des travaux en traitement d’images, nous renvoyons le lecteur aux articles [Chambolle
et Lions, 1997; Aubert et al., 2004]. Dans la suite de ce chapitre, on identifiera Hm a`Rm pour simplifier
les notations. Dans beaucoup de cas, on ne cherchera pas a` augmenter la re´solution de l’image et donc
m sera e´gal a` n. Finalement, les proble`mes de restauration d’images que nous conside´rons dans cette
the`se s’e´crivent sous la forme suivante :
y∗ = arg inf
y∈F−1(y0)
(φ(y)) (5.5)
ou` φ : Rm → R est l’a priori sur l’image et F−1(y0) = ΠHm( ˜F−1(y0)). Le reste de ce chapitre est
organise´ comme suit :
– On pre´sente d’abord deux types d’a priori convexes φ sur les images qui ont emerge´ relativement
re´cemment. Ces a priori me`nent a` des re´sultats de restauration satisfaisants. Ils donnent lieu a`
des proble`mes pouvant eˆtre re´solus rapidement (en utilisant les algorithmes pre´sente´s dans cette
the`se notamment), et permettent de faire une analyse mathe´matique de certaines proprie´te´s des
solutions (existence, unicite´, principe du maximum, ...).
– On montre finalement que de nombreux types de de´gradations d’images permettent d’exprimer
F−1(y0) comme un ensemble convexe assez simple.
– On montre ensuite a` travers de nombreux exemples que les me´thodes d’optimisation struc-
turelles pre´sente´es pre´ce´demment permettent de re´soudre efficacement tous les proble`mes de
restauration pre´sente´s.
5.1 Deux types d’a priori convexes sur les images
Le formalisme de restauration du type (5.5) existe depuis bientoˆt 30 ans, et de tre`s nombreux a
priori sur les images ont e´te´ propose´s. Nous n’allons donc pas faire une revue exhaustive des a priori
propose´s dans la litte´rature, mais restreignons notre pre´sentation a` deux types d’a priori convexes qui
ont re´cemment montre´ leur efficacite´ dans de nombreux travaux.
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5.1.1 Les a priori de re´gularite´
Des travaux tels que [Geman et Geman, 1984; Rudin et al., 1992a; Charbonnier et al., 1994;
Aubert et Vese, 1997; Chambolle et al., 1998] ont permis de mettre en avant des a priori de re´gularite´
du type :
φ(y) = |By|l1(X) (5.6)
ou` B : Y = Rm → X est une transforme´e line´aire de l’image. Quelques fois la norme l1 est remplace´e
par une approximation du type :
φ(y) =
m∑
i=1
ϕ(|(By)i|) (5.7)
ou` ϕ : R+ → R est une fonction convexe se comportant comme une valeur absolue a` l’infini. Ces a
priori peuvent eˆtre vus comme des semi-normes lie´es a` des espaces fonctionnels :
– Si B = ∇, |By|l1(X) correspond a` la variation totale. Elle a e´te´ introduite dans [Rudin et al.,
1992a], puis a e´te´ tre`s largement utilise´e. Elle mesure d’une certaine fac¸on la quantite´ d’oscil-
lations que contient une fonction. Par exemple, un bruit blanc a une variation totale tre`s forte
tandis qu’une fonction constante par morceaux a une variation totale mode´re´e si l’ensemble de
ses discontinuite´s a` une longueur finie. Minimiser la variation totale revient donc a` supposer
qu’une fonction a d’autant plus de chances de mode´liser une image que celle-ci est “re´gulie`re”.
Son inte´reˆt re´side essentiellement dans le fait qu’elle pre´serve les discontinuite´s. Notons cepen-
dant que c’est un mode`le d’images assez grossier qui ne permet pas de pre´server les textures
(parties oscillantes des images) [Gousseau et Morel, 2001]. Il reste aujourd’hui tre`s appre´cie´
pour reconstruire les parties lisses par morceaux des images. Un autre inte´reˆt de la variation
totale est que le calcul du gradient est simple et rapide a` calculer. Ainsi, on peut obtenir des
algorithmes de minimisation plus rapides que pour d’autres transforme´es telles que des trans-
forme´es en ondelettes redondantes.
– Si B est une transforme´e en ondelettes, |By|l1(Y) est une semi-norme e´quivalente a` la semi-norme
de l’espace de Besov B11,1 [Chambolle et al., 1998; Meyer, 2001; Aujol et Chambolle, 2005]. Cet
espace est inclus dans BV . Notons qu’il ne contient pas les fonctions indicatrices d’ensembles a`
pe´rime`tre fini. On peut donc s’attendre a` ce qu’il pre´serve moins bien les contours que la semi-
norme BV . Il a e´te´ utilise´ notamment pour acce´le´rer certains algorithmes de de´composition
d’images [Aujol et al., 2006].
– Enfin, notons que re´cemment, des transforme´es redondantes telles que les ondelettes complexes
ont e´te´ utilise´es et fournissent de bons re´sultats de restauration [Carlavan et al., 2009]. Nous
pre´sentons un exemple sur la figure 5.10.
5.1.2 Les repre´sentations parcimonieuses
Une autre fac¸on de mode´liser les images consiste a` conside´rer qu’il existe une base dans la-
quelle leur repre´sentation est creuse. Ceci signifie qu’une image y0 peut s’exprimer comme la somme
ponde´re´e d’un nombre fini (faible) d’atomes e´le´mentaires :
y0 =
∑
i∈I
xiϕi (5.8)
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ou` m = Card(I) < ∞ et xi ∈ R sont des coefficients de ponde´ration. Les fonctions ϕi sont parfois
appele´es atomes. Cette approche a e´te´ formalise´e dans [Mallat et Zhang, 1993; Chen et al., 1998]. La
recherche de bases adapte´es aux images a donne´ lieu a` de nombreuses transforme´es. Les premie`res
transforme´es propose´es ont sans doute e´te´ les transforme´es de Fourier ou les transforme´es en cosinus.
Lorsque des algorithmes rapides ont existe´, les analyse temps-fre´quences en ondelettes se sont rapi-
dement montre´es bien plus efficaces [Mallat, 1999]. Re´cemment de nombreuses autres transforme´es
ont vu le jour. Elles sont adapte´es a` diffe´rent types d’images. Citons notamment les curvelets [Cande`s
et Donoho, 1999], les bandlets [Le Pennec et Mallat, 2005], les beamlets [Donoho et Huo, 2002], les
transforme´es en ondelettes redondantes [Kingsbury, 1998; Chaux et al., 2006].
Dans un cadre discret, ces transforme´es peuvent s’e´crire sous la forme d’une matrice B ∈ Rn×m
dont les colonnes sont constitue´es des fonctions ϕi discre´tise´es. On appelle souvent cette matrice
dictionnaire. On peut e´crire :
y0 = Bx (5.9)
ou` y0 ∈ Rn et x ∈ Rm. Lorsque m > n, le dictionnaire est dit redondant.
Si l’on souhaite utiliser cet a priori, le proble`me de restauration (5.5) peut eˆtre exprime´ comme
suit :
x∗ = arg inf
Bx∈F−1(y0)
(
|x|l0(X)
)
(5.10)
ou` | · |l0(Rm) est la norme l0 de´finie comme le nombre de composantes non nulles de x. La solution y∗ de
(5.5) est alors de´finie comme y∗ = Bx∗. Minimiser une norme l0 est un proble`me combinatoire connu
pour eˆtre NP-complet. Il ne peut donc pas eˆtre re´solu pour des proble`mes de tre`s grande dimension.
Pour approcher la solution de (5.10) on remplace souvent la norme l0 par son enveloppe convexe qui
est la norme l1. Le proble`me (5.10) devient alors :
x∗ = arg inf
Bx∈F−1(y0)
(
|x|l1(X)
)
(5.11)
Cette strate´gie a e´te´ initialement propose´e dans un cadre moins ge´ne´ral dans [Chen et al., 1998].
Dans certains cas, on sait montrer que la solution de (5.11) est la meˆme que celle du proble`me (5.10)
[Tropp, 2006].
5.2 Diffe´rents types de perturbations
5.2.1 Les sources de perturbations
Un imageur nume´rique est constitue´ de nombreux composants optiques et e´lectroniques qui in-
troduisent presque tous des perturbations sur l’image. Le sche´ma de la figure 5.1 est issu de la the`se
[Jalobeanu, 2001]. Il re´sume le principe d’acquisition d’une image satellite ou d’une image d’appareil
photo nume´rique.
Chaque e´tape de l’acquisition introduit des perturbations sur l’image. Certaines sont de´terministes,
d’autres sont probabilistes. Les perturbations les plus importantes sont ge´ne´ralement le flou et le bruit.
Le flou a trois sources principales :
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Défocalisation
Aberrations
Pupille (diffraction)
Rémanence
Lecture
Image observée
    (discrète)
Décompression
(photo−électrique)
Physique
(intégration)
Géométrie
rayonnement
thermique
rayons cosmiques
CAN Conversion(CAN)
Transmission
Amplification
bruit
Système optique
mouvements
Capteur
Scène originale
(support continu)
Atmosphère
Compression
Fig. 5.1 – Diagramme re´sumant le processus de formation d’une image nume´rique. Nous tenons a`
remercier A. Jalobeanu de nous avoir fourni cette image.
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– Le flou de diffraction. Ce flou est ine´vitable, il est duˆ au fait que l’ouverture du diaphragme est
limite´e.
– Le flou de capteur. Les capteurs CCD inte`grent la lumie`re sur leur domaine.
– Le flou de bouger. Il est pre´sent de`s que l’imageur ou la sce`ne est en mouvement.
Les bruits ont aussi des origines varie´es lie´es notamment aux imperfections des appareils de me-
sure et au syste`me de transmission de l’information. On distingue :
– Le bruit photonique. Il est duˆ a` l’arrive´e ale´atoire des photons.
– Le bruit d’amplification. Il est lie´ au syste`me de transmission e´lectronique de l’image. Il de´pend
notamment de la tempe´rature des composants ele´ctroniques.
– Les bruits de compression. Aujourd’hui l’image est rarement transmise sans compression pre´alable.
Les algorithmes de compression introduisent aussi des perturbations sur l’image.
Il existe d’autres perturbations importantes de l’image dont nous ne parlerons pas pendant cette
the`se. Nous les citons a` titre indicatif :
– Les aberrations chromatiques. La distance focale optimale de´pend de la longueur d’onde de la
lumie`re. Il est donc impossible d’avoir une mise au point adapte´e a` tous les canaux de couleurs.
– Le vignettage. L’intensite´ lumineuse n’est pas re´partie de fac¸on uniforme sur l’image.
– L’astigmatisme et le coma. Tous les rayons lumineux provenant d’un point identique ne convergent
pas force´ment vers le meˆme point du plan image. Ceci introduit des perturbations non line´aires.
5.2.2 La mode´lisation mathe´matique des perturbations
En mathe´matiques, un mode`le d’acquisition d’images assez ge´ne´ral peut s’e´crire sous la forme
suivante :
y0 = F(y0) = C(∆Λ(y0 ⋆ h) + b) (5.12)
Dans cette e´quation, l’ope´ration ·⋆ h est un produit de convolution avec le filtre h. Ce filtre est ap-
pele´ fonction d’e´talement et permet de repre´senter tous les types de flous line´aires cite´s pre´ce´demment.
b est un bruit additif dont les proprie´te´s de´pendent de l’application. Nous en pre´senterons plusieurs
dans la suite de cette the`se. Notons qu’il existe aussi des bruits multiplicatifs que nous ne traiterons pas
ici [Aubert et Aujol, 2008]. ∆Λ est un ope´rateur d’e´chantillonnage. Il peut eˆtre vu comme une somme
de Diracs positionne´s de fac¸on re´gulie`re ou non. C est un ope´rateur de compression de l’image.
Ce mode`le tre`s ge´ne´ral rend l’ensemble F−1(y0) difficile a` exprimer et a` utiliser en pratique.
A notre connaissance, aucun mode`le de restauration n’a encore e´te´ propose´ dans la litte´rature pour
re´soudre le proble`me (5.5) avec un ope´rateur F prenant en compte autant de de´gradations. Par contre
plusieurs mode`les prennent en compte une ou deux de ces perturbations. On montre dans la suite de
cette partie que pour beaucoup de ces perturbations, l’ensemble F−1(y0) a la particularite´ de s’e´crire
sous la forme suivante :
F−1(y0) = {y ∈ Y, |λ(Ay − y0)|lp(Y) ≤ α} (5.13)
Dans ce proble`me, A est une transforme´e line´aire (identite´, transforme´e en ondelettes, transforme´e
de Fourier,...), λ est une matrice diagonale dont les e´le´ments appartiennent a` [0,∞], p appartient
a` {1, 2,∞}, finalement y0 est l’image a` restaurer. Nous de´taillons ci-dessous plusieurs applications
suivant le choix de A et de p.
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A = Id, p ∈ {1, 2,∞} - de´bruitage ou de´composition
Une image est tre`s souvent perturbe´e par un bruit additif. Cette de´gradation se mode´lise simple-
ment de la fac¸on suivante : y0 = y + b. y est l’image originale (discre`te), b est un bruit blanc additif
et y0 est l’image bruite´e. Imaginons maintenant qu’on dispose d’une mesure de probabilite´ P(y) sur
l’espace des images proportionnelle a` exp(−φ(y)) 1. En utilisant le principe du maximum a posteriori,
on peut alors montrer que le “meilleur” moyen de retrouver y a` partir de y0 consiste a` re´soudre le
proble`me suivant :
inf
y∈Y,|y−y0 |p≤α
(φ(y)) (5.14)
– Il faut choisir p = 1 si b est un bruit impulsionnel ou un bruit laplacien [Alliney, 1997; Nikolova,
2004; Chan et Esedoglu, 2005; Darbon et Sigelle, 2006]. La figure 5.3 montre un exemple de
restauration par variation totale.
– Il faut choisir p = 2 si b est un bruit gaussien [Rudin et al., 1992a]. La figure 5.2 montre un
exemple de restauration par variation totale.
– Il faut choisir p = ∞ si b est un bruit uniforme [Weiss et al., 2006]. La figure 5.4 montre un
exemple de restauration par variation totale.
Enfin, α est un parame`tre qui de´pend de la variance du bruit. Notons de`s a` pre´sent que toutes les
images ont e´te´ obtenues a` partir de l’algorithme pre´sente´ dans le paragraphe 4.3.1. Le bruit peut eˆtre
non homoge`ne et avoir une variance variable en fonction de la position sur l’image. Dans ce cas, on
peut re´soudre le proble`me suivant :
inf
y∈Y,|λ(y−y0)|p≤α
(φ(y)) (5.15)
ou` λ = diag(λi) avec λi ∈ [0,∞] est une matrice diagonale qui permet de traiter diffe´remment
diffe´rentes parties de l’image. Au niveau des pixels qui satisfont λi = ∞ le mode`le impose y∗i = (y0)i.
Au niveau des pixels ou` λi = 0, la valeur de y∗i de´pend seulement de l’a priori φ. Cette ide´e a notam-
ment e´te´ propose´e dans [Rudin et Osher, 1994; Bertalmio et al., 2003]. Notons aussi que ce formalisme
permet de faire de la comple´tion d’images (inpainting) [Chan et Shen, 2005].
A = transforme´e en ondelettes, p ∈ {1,∞}
Dans ce paragraphe, nous pre´sentons trois mode`les de restauration d’images de´grade´es par des
traitements informatiques :
1. La restauration d’images compresse´es.
2. La restauration d’images qui ont e´te´ seuille´es dans une base d’ondelettes.
3. Le de´bruitage de bruit blanc.
De´taillons ces trois proble`mes :
– L’e´tat de l’art des mode`les de compression d’images partagent le meˆme principe :
1. Transformer l’image dans un espace ou` elle a une repre´sentation creuse. Ceci est souvent
fait en utilisant une transformation line´aire inversible.
1La constante de normalisation n’est pas infinie si on suppose que les images sont d’amplitude borne´e.
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Fig. 5.2 – De gauche a` droite : image originale (valeur dans [0, 1]) - image bruite´e (bruit gaussien) -
restauration par variation totale avec p = 2 et α = |b|l2(Y).
Fig. 5.3 – De gauche a` droite : image originale (valeur dans [0, 1]) - image bruite´e (bruit poivre et sel
40%) - image restaure´e par variation totale avec p = 1 et α = |b|l1(Y).
Fig. 5.4 – De gauche a` droite : image originale dans [0, 1] - image originale + bruit U([−0.2, 0.2]) -
image de´bruite´e avec p = ∞ et α = |b|l∞(Y).
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2. Quantifier les coefficients de l’image transforme´e pour re´duire l’entropie de la nouvelle
repre´sentation.
3. Utiliser un algorithme de compression sans perte pour coder les coefficients quantifie´s.
La premie`re transforme´e utilise´e a e´te´ la transforme´e en cosinus locale (standard jpeg). Le
nouveau standard jpeg2000 utilise une transforme´e en ondelettes Daubechies 9-7. Ce genre de
compression introduit des effets de type “Gibbs” aux bords des contours car les ondelettes sont
des fonctions oscillantes.
Dans la suite y repre´sente l’image originale et y0 l’image compresse´e. L’ope´rateur de de´gradation
F peut s’e´crire :
F(y) = A−1(Q(Ay)) (5.16)
ou` Q est un quantifieur (uniforme ou non) et A est une transforme´e line´aire ge´ne´ralement inver-
sible (transforme´e en cosinus locale, transforme´e en ondelettes, bandelets [Mallat, 1999; Pennec
et Mallat, 2005]). Une fac¸on naturelle de retrouver y a` partir de y0 est de rechercher l’image mi-
nimisant φ dans l’ensemble F−1(y0) [Alter et al., 2005; Durand et Froment, 2003]. Ce proble`me
revient a` re´soudre :
inf
y∈Y,∀i∈[1..n], |(A(y−y0))i |≤ αi2
(φ(y))
ou` les coefficients αi repre´sentent des pas de quantification. Il est facile de re´e´crire ce proble`me
sous la forme [Weiss et al., 2008a] :
inf
y∈Y,|λA(y−y0)|∞≤1
(φ(y)) (5.17)
Les coefficients de la matrice diagonale λ appartiennent a` [0,∞]. La figure 5.5 montre des
re´sultats de compression et de´compression en utilisant un codeur similaire a` l’algorithme jpeg2000
[Antonini et al., 1992]. Dans ce travail de the`se, nous avons e´value´ l’efficacite´ d’un tel algo-
rithme sur une large base de donne´es d’images. La conclusion de cette e´tude - qui n’avait pas
encore pu eˆtre mene´e faute d’algorithmes performants - est que les mode`les de de´compression
fournissent des re´sultats assez peu convaincants. Voir [Weiss et al., 2008a] et [Weiss et al.,
2008b] pour plus de de´tails. Un autre enseignement de cette e´tude est qu’utiliser la variation
totale re´gularise´e fournit de meilleurs re´sultats de de´compression en des temps plus courts.
– Un seuillage dans le domaine ondelettes est tre`s souvent re´alise´ pour de´bruiter des image [Do-
noho, 1995; Donoho et Johnstone, 1998]. Une telle ope´ration donne des re´sultats satisfaisants
en des temps tre`s courts, mais introduit des artefacts de type “Gibbs” si les ondelettes ne sont
pas redondantes. On peut montrer que re´soudre un proble`me du type (5.17), (ou` A est une trans-
forme´e en ondelettes) permet de re´duire ces artefacts (voir [Durand et Nikolova, 2007] pour
plus de de´tails).
– Re´cemment un mode`le similaire a` (5.17), utilisant une norme l1 a` la place de la norme l∞ a
e´te´ propose´e pour de´bruiter des images [Durand et Nikolova, 2007]. Nous renvoyons le lecteur
interesse´ a` la re´fe´rence [Durand et Nikolova, 2007] pour plus de de´tails sur la construction des
coefficients λi.
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Fig. 5.5 – Exemple de de´compression d’image - HG : image originale (valeurs dans [0, 1]) - HD :
Image compresse´e en utilisant des ondelettes Daubechies 9-7 (c’est une imple´mentation similaire a`
jpeg2000) - BG : solution du proble`me (5.17) en utilisant la variation totale re´gularise´e - BD : solution
de (5.17) en utilisant la variation totale.
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A = Transforme´e de Fourier, p = 2 - De´convolution d’images, agrandissement
– Un des proble`mes les plus fondamentaux du traitement des images est la de´convolution (pour
les non spe´cialistes : enlever le flou). Une telle de´gradation est ge´ne´ralement mode´lise´e de la
fac¸on suivante : y0 = h ⋆ y + b. y est l’image originale recherche´e, b est un bruit blanc gaussien
et h est un noyau de convolution repre´sentant les de´gradations dues au syste`me optique et aux
capteurs. Pour retrouver l’image originale, on peut re´soudre le proble`me suivant :
inf
y∈Y,|h⋆y−y0 |2≤α
(φ(y)) (5.18)
L’ope´rateur h⋆ est line´aire, il peut donc eˆtre repre´sente´ par une matrice H de taille n×n. On peut
montrer (voir [Ng et al., 2000] par exemple) que la FFT bidimensionnelle diagonalise H si ⋆
repre´sente la convolution avec des conditions de bord pe´riodiques, et que la DCT bidimension-
nelle diagonalise H si h est syme´trique et que ⋆ repre´sente la convolution avec des conditions
de bord de Neumann. Dans les deux cas, on voit que H s’e´crit sous la forme H = A−1λA, ou`
λ est une matrice diagonale et A est soit la FFT, soit la DCT. Comme ces deux transformations
sont des isome´tries de Y dans Y , on a :
|h ⋆ y − y0|2 = |Hy − y0|2 = |λAy − Ay0|2 (5.19)
Finalement le proble`me de la de´convolution en pre´sence de bruit gaussien peut s’e´crire sous la
forme :
inf
y∈Y,|λAy−Ay0 |2≤α
(φ(y)) (5.20)
La figure 5.6 montre un exemple de re´sultat de de´convolution utilisant la variation totale. Pour
re´soudre ce proble`me, nous avons utilise´ l’algorithme du paragraphe 4.3.1. Nous de´taillerons
son principe dans la partie suivante.
– D’apre`s le the´ore`me de Shannon, on peut penser que la meilleure manie`re d’agrandir une image
consiste a` utiliser une technique de zero-padding. Malheureusement, ce proce´de´ introduit des
oscillations pre`s des bords. Un moyen simple de les e´viter consiste a` re´soudre le proble`me
suivant :
inf
y∈Y,|λ(Ay− f )|2≤α
(φ(y)) (5.21)
Dans ce cas :
– f0 est la transforme´e de Fourier de l’image re´duite qu’on a agrandie en ajoutant des coeffi-
cients nuls dans les hautes fre´quences.
– A est une transforme´e de Fourier et λ est une matrice diagonale telle que λi = ∞ aux endroits
ou` fi est connu et λi = 0 sinon.
Ce proble`me est un cas particulier d’une classe de techniques d’agrandissement propose´e par
Franc¸ois Malgouyres [Malgouyres et Guichard, 2002].
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Fig. 5.6 – De´convolution d’images - HG : image originale - HD : image convolue´e bruite´e - BG :
Solution du proble`me (5.20) en utilisant la variation totale re´gularise´e - BD : solution du proble`me
(5.20) en utilisant la variation totale.
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5.2.3 Re´sume´
Nous re´sumons les applications cite´es pre´ce´demment dans le tableau ci-dessous. Nous re´solvons
le proble`me suivant :
min
y∈F−1(y0)
(φ(y)) avec F−1(y0) = {y ∈ Y, |λ(Ay − y0)|lp(Y)} (5.22)
p = 1 p = 2 p=∞
A =Identite´ de´bruitage bruit
impulsionnel,
de´composition
d’images [Alliney,
1997; Nikolova,
2004; Chan et
Esedoglu, 2005;
Darbon et Sigelle,
2006]
de´bruitage de bruits
gaussiens [Rudin et
al., 1992a]
de´bruitage de bruits
borne´s [Weiss et
al., 2006]
A = Transforme´e
de Fourier
de´convolution
robuste [Fu et al.,
2005]
De´convolution
d’images [Rudin
et Osher, 1994;
Chan et al., 1999;
Bertalmio et al.,
2003], Aggrandis-
sement d’images
[Malgouyres et
Guichard, 2002]
Pas de refe´rence
connue
A = Transforme´e
en ondelettes ou en
cosinus locale
De´composition
d’images ou
de´bruitage [Durand
et Nikolova, 2007]
de´bruitage
d’images (pas de
re´fe´rence connue)
De´bruitage de
bruits de compres-
sion [Alter et al.,
2005; Tramini et
al., 1998; Coifman
et Sowa, 2000]
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Dans cette section, nous allons montrer comment appliquer les algorithmes du chapitre 4 pour
re´soudre les diffe´rents proble`mes cite´s pre´ce´demment. L’application de ces algorithmes n’est pas tou-
jours triviale, et nous pensons que les exemples donne´s dans cette partie peuvent aider a` l’utilisation
des algorithmes multi-pas. Nous donnons aussi plusieurs commentaires sur le choix pratique des pa-
rame`tres des algorithmes tels que le parame`tre de re´gularisation et le nombre d’ite´rations. Nous trai-
tons le cas de la restauration avec a priori de re´gularite´ et a priori de parcimonie de fac¸on se´pare´e.
Nous re´solvons plusieurs proble`mes originaux tels que le proble`me de la reconstruction robuste avec
e´chantillonage irre´gulier et convolution. Nous finissons par comparer les proble`mes de restauration
avec crite`res de parcimonie et de re´gularite´ en terme de complexite´ nume´rique.
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5.3.1 Restauration avec crite`re de re´gularite´
Version contrainte
On a vu que lorsqu’on utilise un a priori de re´gularite´, les proble`mes de restauration peuvent
souvent s’e´crire sous la forme :
min
x∈X
(
|Bx|l1(Y) + χQ(x)
)
(5.23)
ou` B : X → Y est une transforme´e line´aire, Q = {x ∈ X, |λ(Ax − x0)|lp(X) ≤ α}, A est une transforme´e
line´aire inversible et p ∈ {1, 2,∞}. Ce proble`me est convexe et non diffe´rentiable. Pour le re´soudre, il
faut analyser les proprie´te´s des diffe´rentes fonctions :
– La fonction x 7→ |Bx|l1(Y) peut eˆtre vue comme une fonction de type max. On a en effet :
|Bx|l1(Y) = maxy∈Y (〈Bx, y〉Y − χK(y)) (5.24)
avec K = {y ∈ Y, |y|l∞(Y) ≤ 1}. Notons que χK est une fonction de domaine borne´, on peut donc
re´gulariser le terme |Bx|1 (voir lemme 2.8).
– La contrainte dans l’e´quation (5.23) peut elle-aussi s’exprimer sous la forme d’une fonction
max. En effet, soit ‖ · ‖ une norme sur Y et ‖ · ‖∗ sa norme duale associe´e (‖y‖∗ = max
x,‖x‖≤1
(〈y, x〉Y )).
On peut e´crire :
max
y∈Y
(〈λ(Ax − x0), y〉Y − α‖y‖) (5.25)
= max
r≥0
(
max
y∈Y,‖y‖≤r
(〈λ(Ax − x0), y〉Y ) − αr
)
(5.26)
= max
r≥0
(r‖λ(Ax − x0)‖∗ − αr) (5.27)
= χQ(x) (5.28)
avec Q = {x ∈ X, ‖λ(Ax − x0)‖∗ ≤ α}. Cependant le domaine de la fonction y 7→ ‖y‖ n’est pas
borne´ et on ne peut donc pas re´gulariser cette fonction avec la technique de Moreau-Yosida (on
ne peut pas assurer une erreur d’approximation finie). On ne peut pas non plus conside´rer que
χQ est une fonction simple car on ne sait pas en ge´ne´ral faire de projection sur Q.
Aucun des algorithmes pre´sente´s dans le chapitre 4 ne semble donc applicable. Pour reme´dier a`
ce proble`me, on propose de faire le changement de variable : z = Ax − x0. Le proble`me (5.23) devient
alors :
min
z∈X,|λz|lp(X)≤α
(
|BA−1(z + x0)|l1(Y)
)
(5.29)
Ainsi la fonction z 7→ |BA−1(z+ x0)|l1Y est encore fonction max, et cette fois, la contrainte peut eˆtre
exprime´e sous la forme de la fonction indicatrice d’un ensemble sur lequel on sait faire des projections.
On propose en annexe A.2 des algorithmes rapides et exacts de projections sur des boules lp ponde´re´es.
Le proble`me (5.29) peut donc eˆtre vu comme la somme d’une fonction max et d’une fonction simple.
On peut re´soudre ce proble`me avec un taux de convergence en O
(
1
k
)
en utilisant la me´thode propose´e
en 4.3. De´taillons l’algorithme.
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Re´gularisation de la norme l1 Notons f (x) = |BA−1(x+ x0)|l1(Y). La premie`re e´tape de l’algorithme
consiste a` calculer une approximation diffe´rentiable de f . La strate´gie la plus largement re´pandue
consiste a` utiliser :
˜fµ(x) =
n∑
i=1
√
(BA−1(x + x0))i + µ2 (5.30)
On va voir que l’approximation de Moreau-Yosida (voir lemme (2.8)) posse`de des proprie´te´s plus
satisfaisantes. On de´finit :
fµ(x) = max
y∈Y,|y|l∞ (Y)≤1
(
〈BA−1(x + x0), y〉Y − µ2 |y|
2
Y
)
+
µ
2
(5.31)
On montre facilement que fµ(u) = ∑ni=1 ψµ(|(BA−1(x + x0))i|) avec ψµ : R → R de´finie comme
suit :
ψµ(x) =
 |x| si |x| ≥ µx22µ + µ2 sinon (5.32)
ψµ est connue sous le nom de fonction de Huber. L’approximation fµ (5.31) semble plus approprie´e
que l’approximation ˜fµ (5.30), car toutes les deux sont ||BA−1||2µ -Lipschitz diffe´rentiables 2. Mais on a
pour tout x ∈ X :
0 ≤ ˜fµ(x) − f (x) ≤ nµ (5.33)
tandis que :
0 ≤ fµ(x) − f (x) ≤ nµ2 (5.34)
L’approximation fµ semble donc eˆtre deux fois meilleure vis-a`-vis des sche´mas de premier ordre.
Notons que l’approximation (5.30) a e´te´ initialement propose´e pour eˆtre minimise´e par des sche´mas de
second ordre [Vogel et Oman, 1996] qui ne´cessitent des proprie´te´s de re´gularite´ allant jusqu’au second
ordre. Dans toutes les expe´riences nume´riques que nous avons mene´es, la minimisation de (5.32)
me`ne a` des solutions qui ont une norme l1 plus faible que (5.30). Leur aspect visuel est cependant tre`s
similaire. La complexite´ nume´rique du calcul de ∇ fµ et de ∇ ˜fµ est identique. Nous pensons donc que
l’approximation fµ doit eˆtre choisie pre´fe´rentiellement en vue de l’utilisation de sche´mas de premier
ordre. Notons finalement que :
∇ fµ(x) = A−∗B∗Ψ avec Ψi =

(BA−1(x+x0 ))i
|(BA−1(x+x0 ))i | si |(BA
−1(x + x0))i| ≥ µ
(BA−1(x+x0 ))i
µ
sinon
(5.35)
Comment choisir le parame`tre de re´gularisation ? Nous pouvons maintenant utiliser l’algorithme 4.3
pour re´soudre le proble`me suivant :
z∗ = arg min
z∈K
fµ(z) (5.36)
2Rappelons que la constante de Lipschitz de´termine le taux de convergence des sche´mas de minimisation du premier
ordre.
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Il renvoie une estime´e zN de (5.36). Le the´ore`me 4.22 indique comment choisir le parame`tre de
re´gularisation µ en fonction du nombre d’ite´rations (ou vice-versa). Il ne reste plus qu’a` poser xN =
A−1(zn + x0) pour obtenir une estime´e de (5.23).
En pratique, on souhaite ge´ne´ralement utiliser le parame`tre µ qui assure la meilleure qualite´
d’image. On peut observer que c’est rarement le cas µ = 0 qui fournit les meilleurs re´sultats. La
minimisation de la norme l1 me`ne souvent a` des solutions x∗ telles que Bx∗ contient beaucoup de
0. Par exemple, lorsque B = ∇, on minimise la variation totale. Un 0 de Bx∗ signifie que l’image
est localement constante. M. Nikolova montre dans [Nikolova, 2001] que cet effet est ine´vitable : la
singularite´ en 0 de la norme l1 favorise des solutions telles que Bx∗ soit creux.
Un moyen d’e´viter ce proble`me est d’utiliser un ope´rateur re´gularise´ tel que (5.31). En pratique,
pour la restauration d’images, ce choix me`ne a` de meilleurs RSB et des re´sultats plus satisfaisants
visuellement. La figure 5.7 illustre ce fait. L’image Lena est de´grade´e par un bruit blanc gaussien
additif de variance variable. Elle est ensuite restaure´e en utilisant divers parame`tres de re´gularisation
µ. On voit que la valeur optimale de µ est autour de 0.002, et ce inde´pendamment du SNR initial.
Pour des applications de restauration d’images naturelles (d’amplitude comprise entre 0 et 1),
nos expe´riences nous ont mene´ a` la conclusion que la valeur de µ optimale devrait eˆtre choisie dans
l’intervalle [0.001, 0.005]. Peu de diffe´rences visuelles sont observe´es dans cet intervalle.
Dans certaines situations on souhaite tout de meˆme minimiser exactement la norme l1 (µ = 0).
Expe´rimentalement, pour des images normalise´es dans l’intervalle [0, 1], on remarque que la solu-
tion de (5.36) en choisissant µ ≤ 0.005 est identique perceptuellement a` la solution non re´gularise´e.
D’apre`s cette remarque on peut infe´rer qu’une pre´cision suffisante a` atteindre est :
f (zN) − f (z∗) ≤ 0.005 × n
2
(5.37)
En utilisant le the´ore`me (4.22), pour obtenir une pre´cision ǫ, il ne faut pas plus de
√
D||A−1B||·|x0µ−x∗µ |X√
l
ite´rations. Dans notre cas, l = 1, D est le carre´ du rayon de l’ensemble des contraintes, et |x0µ − x∗µ|X ≤√
D. Dans tous les proble`mes que l’on a cite´s pre´ce´demment (excepte´ la de´convolution), on a D ∼ θn
avec θ ∈ [0, 1[. Pour obtenir une solution de pre´cision ǫ, il ne faut donc pas plus de n||A−1B||
ǫ
ite´rations.
Pour obtenir la pre´cision (5.37), il suffit donc de ||A||0.0025 . Lorsque A est une isome´trie, ||A−1B|| = ||B||.
Le nombre d’ite´rations the´oriques pour obtenir une pre´cision suffisante est donc infe´rieure a` 400||B||.
Pour la variation totale, ce nombre est de l’ordre de 1000 ite´rations.
Le taux de convergence the´orique indique donc que les me´thodes propose´es convergent vers une
solution visuellement satisfaisante en un nombre d’ite´rations raisonnable. En pratique, le nombre
d’ite´rations ne´cessaires est de l’ordre de 100.
Version lagrangienne
Quelques fois on pre´fe`re au proble`me (5.23) sa version lagrangienne :
min
x∈X
(|Bx|l1Y + |λ(Ax − x0)|lp(X)) (5.38)
le the´ore`me 2.7 indique que les deux proble`mes ont des solutions identiques pour un certain choix
du parame`tre λ. La fonction a` minimiser est la somme de deux fonctions max. Pour le re´soudre, on
peut donc re´gulariser ces deux fonctions puis minimiser les fonctions re´gularise´es avec l’algorithme
rapide 4.1. Une autre solution consiste a` ajouter une fonction fortement convexe du type ǫ2 |x − x0|2
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Fig. 5.7 – SNR de l’image de´bruite´e en fonction du parame`tre de re´gularisation µ. Haut : re´sultats pour
3 SNR initiaux diffe´rents. Bas : de´tail d’une courbe.
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puis a` re´soudre un proble`me dual. Dans les deux cas, on obtient un taux de convergence en O
(
1
k
)
.
Nous montrons ci-dessous comment utiliser ces techniques sur un exemple simple : la re´solution du
proble`me BV − l1. La ge´ne´ralisation au proble`me ge´ne´ral (5.38) peut se faire sans grandes difficulte´s.
Le proble`me BV − l1 s’e´crit comme suit :
min
x∈X
(
|∇x|l1(Y) + λ|x − x0|l1(X)
)
(5.39)
Dans ce cas, ∇ : X → Y est une dicre´tisation du gradient. Le terme φ0,0(x) = |∇x|l1(Y)+λ|x− x0|l1(X)
peut eˆtre re´e´crit sous la forme suivante :
φ0,0(x) = max
z∈K
(〈Cx − F, z〉Z) (5.40)
ou` Z = Y × X, C =
[ ∇
λI
]
, F =
[
0
λx0
]
et K =
{
z ∈ Z, z =
[
y
x
]
, |x|l∞(X) ≤ 1, |y|l∞(Y) ≤ 1
}
.
Pour re´soudre (5.39), on se propose de le re´gulariser de la fac¸on suivante :
min
x∈X
maxz∈K
(
〈Cx − F, z〉Z −
µ
2
|z|2Z
)
+
ǫ
2
|x − x0|2X︸                                              ︷︷                                              ︸
φµ,ǫ
 (5.41)
le parame`tre µ permet de re´gulariser la fonction primale. Le parame`tre ǫ permet de re´gulariser la
fonction duale.
Re´solution du proble`me primal Le proble`me primal ainsi re´gularise´ devient :
min
x∈X
(
|∇x|1,µ + λ|x − x0|1,µ +
ǫ
2
|x − x0|2X
)
(5.42)
ou` | · |1,µ est la fonction de Huber de parame`tre µ de´finie a` partir la fonction (5.32). Pour le re´soudre,
on peut utiliser l’algorithme 4.2 en posant f (x) = |∇x|1,µ + λ|x − x0|1,µ et Ψ(x) = ǫ2 |x − x0|2X.
La fonction f a une constante de Lipschitz L ≤ ||C||2
µ
≤ ||∇||2+λ2
µ
. La fonction Ψ est fortement
convexe de parame`tre de forte convexite´ l = ǫ. Si on souhaite utiliser l’algorithme 4.2, on peut choisir
ǫ = 0 et µ > 0 de´pendant de la pre´cision souhaite´e.
Re´solution du proble`me dual On a :
min
x∈X
(
max
z∈K
(
〈Cx − F, z〉Z −
µ
2
|z|2Z
)
+
ǫ
2
|x − x0|2X
)
(5.43)
= max
z∈K
(
min
x∈X
(
〈Cx − F, z〉Z +
ǫ
2
|x − x0|2X
)
− µ
2
|z|2Z
)
(5.44)
= −min
z∈K

1
2ǫ
|C∗z|2X − 〈 f ,C∗z〉Z + 〈F, z〉Z︸                                 ︷︷                                 ︸
− ˆf (z)
+
µ
2
|z2|Z
 (5.45)
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Pour re´soudre (5.45) on peut utiliser l’algorithme 4.4 qui renvoie une estime´e x¯N de la solution
de (5.42). La fonction ˆf (z) a un gradient Lipschitz de constante L ≤ ||C||2
ǫ
≤ ||∇||2+λ2
ǫ
. La fonction
Ψ(z) = µ2 |z2|Z + χK(z) est fortement convexe de parame`tre de convexite´ l = µ.
Comparaison nume´rique La figure 5.9 montre le re´sultat d’une restauration d’image entaˆche´e de
bruit poivre et sel avec cet algorithme. La figure 5.8 montre la fac¸on dont converge le sche´ma primal et
le sche´ma dual en choisissant des parame`tres d’approximation µ et ǫ tre`s petits. Ce graphique montre
plusieurs proprie´te´s inte´ressantes.
– Au bout de 1000 ite´rations, le sche´ma acce´le´re´ de Nesterov applique´ au proble`me dual re´gularise´
permet d’obtenir φ0,0(xk)−φ0,0(x∗) ≤ 10−4(φ0,0(x0)−φ0,0(x∗)) malgre´ l’erreur d’approximation.
Une telle pre´cision est comparable a` ce que l’on peut obtenir avec des me´thodes d’ordre plus
e´leve´.
– Sur cet exemple, les me´thodes acce´le´re´es ont un comportement radicalement plus rapide qu’une
simple descente de gradient. Plusieurs expe´riences confirmeront ce fait dans le chapitre 7. Il est
particulie`rement clair ici. Comme on a choisi µ = 10−4, le pas dans la descente de gradient est
lui aussi tre`s petit (de l’ordre de 10−4), ce qui explique le tre`s mauvais comportement de cette
me´thode. Lors de nos expe´riences nume´riques, on a montre´ qu’il faut 106 ite´rations a` la descente
de gradient pour atteindre la pre´cision du sche´ma de Nesterov au bout de 1000 ite´rations.
– Pour rendre la comparaison des me´thodes primales et duales plus sense´e, nous avons choisi µ
et ǫ de telle fac¸on que la pre´cision asymptotique soit identique (i.e. que |φµ,0(x∗µ) − φ0,0(x∗)| =
|φ0,λ(x∗λ) − φ0,0(x∗)|). La me´thode de re´gularisation du proble`me primal semble ici plus lente
que la me´thode de re´gularisation du proble`me dual. Nous avons observe´ ceci sur plusieurs
proble`mes.
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Fig. 5.8 – Comparaison de la vitesse de convergence des approche primales et duales avec descente de
gradient ou sche´mas acce´le´re´s. (Note : dans la figure, on a pose´ f (xk) = φ0,0(xk) et f ∗ = φ0,0(x∗))
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Fig. 5.9 – De gauche a` droite : image originale, image avec bruit poivre et sel, image restaure´e par
mode`le BV − l1.
Echantillonnage irre´gulier et de´convolution robuste Pour conclure cette partie, nous donnons
l’exemple de la de´convolution robuste d’une image avec e´chantillonnage irre´gulier. Ces expe´riences
ont e´te´ mene´es par Mikael Carlavan, stagiaire du projet ARIANA. Nous renvoyons le lecteur inte´resse´
par les de´tails du mode`le aux articles [Almansa et al., 2006; Bughin et al., 2008; Carlavan et al., 2009].
Il consiste a` re´soudre un proble`me du type :
min
x∈X
(
|Bx|l1Y + |λ(Ax − x0)|l1(X)
)
(5.46)
avec un algorithme similaire a` ceux que l’on vient de pre´senter. Les auteurs de [Almansa et al., 2006]
utilisent une norme l2 comme attache aux donne´es, nous l’avons remplac¸e´e par une norme l1 pour
eˆtre plus robuste a` des erreurs de recalage intervenant dans ce proble`me. Mikael Carlavan a compare´
deux ope´rateurs B : le gradient et la transforme´e en ondelettes complexes de N. Kingsbury [Kingsbury,
1998]. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la figure 5.10.
On voit que les re´sultats obtenus avec une re´gularisation par ondelettes complexes sont meilleurs :
ils pre´servent mieux les textures. La variation totale pre´serve un petit mieux les contours. En termes
de SNR, la me´thode de re´gularisation par ondelettes complexes est meilleure.
5.3.2 Restauration avec crite`re de parcimonie
On a vu en (5.11) que lorsqu’on souhaite utiliser des a priori de parcimonie pour re´soudre les
proble`mes de restauration, on est ramene´ a` la re´solution d’un proble`me du type :
y∗ = arg inf
y∈Y,|λ(ABy−x0)|lp(X)≤α
(
|y|l1(Y)
)
(5.47)
La fonction |y|l1(Y) peut eˆtre vue comme une fonction simple. Malheureusement, la projection sur
l’ensemble {y ∈ Y, |λ(ABy − x0)|lp(X) ≤ α} est rarement calculable exactement si B est une transforme´e
redondante, et les algorithmes pre´sente´s ne sont donc pas applicables. On peut par contre re´soudre le
proble`me lagrangien :
y∗ = arg inf
y∈Y
(
|y|l1(Y) + |λ(ABy − x0)|lp(X)
)
(5.48)
Pour ce proble`me, on peut re´gulariser la fonction |λ(ABy − x0)|lp(X), conside´rer la fonction |y|l1(Y)
comme une fonction simple puis appliquer l’algorithme 4.2 au proble`me re´gularise´. On obtient alors
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Fig. 5.10 – HG : image originale - HD : image a` restaurer (SNR : 15.6 dB) - BG : image restaure´e avec
la variation totale (SNR : 24.1dB) - BD : image restaure´e avec ondelettes complexes (SNR : 24.4dB)
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un taux de convergence en O
(
1
k
)
.
5.4 Minimisation avec attache aux donne´es l2
Dans cette partie, on s’inte´resse a` la minimisation d’une norme l1 de transforme´e affine avec une
attache aux donne´es de type l2. De tels proble`mes arrivent typiquement lorsque l’on souhaite restaurer
des images entache´es de bruits blancs gaussiens. Le principe du maximum a posteriori me`ne alors a`
des mode`les de restauration du type suivant (a priori de re´gularite´) :
min
y∈Y
(
|By|l1(X) + |λ(Ay − y0)|2X
)
(5.49)
ou du type suivant (a priori de parcimonie) :
min
x∈X
(
|x|l1(X) + |λ(AB∗x − y0|2X
)
(5.50)
On de´taille ci-dessous les me´thodes pour re´soudre ces proble`mes.
5.4.1 Restauration avec crite`re de re´gularite´
Notons ϕ(y) = |λ(Ay − y0)|2X. Lorsque A est inversible (i.e. sa plus petite valeur propre est stricte-
ment positive), ϕ est fortement convexe comme le montre la proposition suivante :
Proposition 5.3. Soit λ = diag(λi) une matrice diagonale avec λi ∈]0,∞]. On pose λ− = mini(λi) et
λ−(A) la plus petite valeur propre de A. Alors ϕ est l-fortement convexe avec l ≥ 4λ2−λ−(A)2.
De´monstration. ϕ est diffe´rentiable avec ∇ϕ(y) = 2A∗λ2(Ay − y0). On a donc pour tout (y1, y2) ∈ Y :
|∇ϕ(y1) − ∇ϕ(y2)|2 = 2|A∗λ2A(y1 − y2)|2 ≥ 2λ2−λ2−(A)|y1 − y2|2 (5.51)

On peut maintenant formuler le proble`me adjoint a` (5.49) en utilisant la dualite´ min-max :
min
y∈Y
(
|By|l1X + |λ(Ay − y0)|2Y
)
(5.52)
= min
y∈Y
(
max
x∈K
(〈By, x〉X) + |λ(Ay − y0)|2Y
)
(5.53)
= max
x∈K
(
min
y∈Y
(
〈y, B∗x〉Y + |λ(Ay − y0)|2Y
))
(5.54)
= max
x∈K
(
〈A−1y0, B∗x〉Y −
1
4
|λ−∗A−∗B∗x|2Y
)
(5.55)
Dans ces e´quations K = {x ∈ X, |x|l∞(X) ≤ α}. On peut re´soudre le proble`me diffe´rentiable (5.55)
avec la version 4.2 de l’algorithme de Y. Nesterov si B est une trame (i.e. ∀y ∈ Y , |By|X ≥ ǫ|y|Y avec
ǫ > 0). Dans ce cas on obtient un taux de convergence line´aire. Si B a un noyau non re´duit a` 0, on peut
utiliser la version 4.3 de l’algorithme acce´le´re´ et on obtient un taux de convergence en O
(
1
k2
)
d’apre`s
le the´ore`me 4.21.
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Pour finir, donnons l’exemple de l’imple´mentation du proble`me de Rudin-Osher-Fatemi avec cette
technique. On a de´ja` vu en (4.18) que :
min
y∈Y
(
|∇y|l1(X) + λ|y − y0|2Y
)
= max
x∈K
−|div x|2Y4λ + 〈y0,−div x〉Y
 (5.56)
La partie gauche de (5.56) est le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi avec pour donne´e initiale y0 3.
Nous notons sa solution y∗. Le proble`me de droite est son proble`me adjoint. Nous notons sa solution
x∗. En reprenant les notations du paragraphe 4.2 on a :
φ(y) = |∇y|l1(X) + λ|y − y0|2Y (5.57)
ˆf (x) = −|div x|
2
Y
4λ
+ 〈y0,−div x〉Y (5.58)
∇ ˆf (x) = 1
2λ
∇div x + ∇y0 (5.59)
La constante de Lipschitz de ∇ ˆf est L ≤ ||div ||22λ . L’algorithme 4.3 applique´ au proble`me adjoint
devient :
Algorithme 5.1: Descente de gradient acce´le´re´e pour le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N.
Sortie : xN une estime´e de x∗.
de´but
Poser k = −1
Poser g−1 = 0, u−1 = 0
Poser x0 ∈ K (une estime´e pre´cise de x∗ si possible)
Poser L = ||div ||
2
2λ
pour k allant de 0 a` N faire
Calculer ηk = ∇
(
y0 + 12λdiv x
k
)
Calculer yk = ΠK
(
xk + η
k
L
)
Poser gk = gk−1 + k+12 η
k
Calculer vk = ΠK
(
x0 + g
k
L
)
Poser xk+1 = 2k+3 v
k + k+1k+2 y
k
Poser uk = uk−1 + (i + 1)
(
div yk
2λ + y0
)
fin
Poser uN = 2uk(N+1)(N+2) .
fin
En utilisant le the´ore`me 4.21, on obtient comme re´sultat de convergence :
3Nous avons interverti X et Y pour ne pas avoir a` adapter les notations des algorithmes.
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φ(uN) − φ(y∗) ≤ |x
0 − x∗|2X ||div ||2
λk2
≤ n||div ||
2
λk2
(5.60)
De plus on a :
|uN − y∗|2Y ≤
n||div ||2
λ2k2
(5.61)
Notons que trouver le taux de convergence d’un algorithme de re´solution du proble`me de Rudin-
Osher-Fatemi avec des me´thodes de premier ordre e´tait jusqu’a` pre´sent un proble`me ouvert. Notons
aussi que les me´thodes de premier ordre semblent pour le moment plus efficaces que les me´thodes de
second ordre pour re´soudre ce proble`me. Dans de nombreux sche´mas re´cents, la re´solution de (5.56)
(ou d’un proble`me de structure e´quivalente) n’est qu’un proble`me auxiliaire qui doit eˆtre effectue´
plusieurs fois [Bect et al., 2004; Figueiredo et Nowak, 2003; Daubechies et al., 2004; Aujol et Cham-
bolle, 2005; Aujol et al., 2006; Huang et al., 2008]. Jusqu’a` pre´sent, les approches de premier ordre
sont toujours favorise´es.
5.4.2 Restauration avec crite`re de parcimonie
La re´solution du proble`me (5.50) est directe. Il suffit en effet d’utiliser le sche´ma pre´sente´ dans la
partie 4.1.1. Avec les notations de cette partie, on pose Ψ(x) = |x|l1(Y) (la fonction simple) et f (x) =
|λ(AB∗x − y0)|2X (la fonction Lipschitz-diffe´rentiable). On a :
∇ f (x) = 2BA∗λ2(AB∗x − y0) (5.62)
Ce gradient est Lipschitz. Notons λ+ = max
i
λi et λ− = min
i
λi. La constante de Lipschitz de ∇ f
satisfait alors :
L ≤ λ2+||B||2||A||2 (5.63)
De plus, si B est une trame (∀x ∈ X, ||Bx|| ≥ ǫ|x|X), alors f est fortement convexe de parame`tre de
forte convexite´ l ≥ λ2−ǫ2λ+(A)2.
On obtient donc un taux de convergence line´aire lorsque B est une trame et un taux de convergence
en O
(
1
k2
)
dans le cas ge´ne´ral.
5.5 Comparaison algorithmiques des deux a priori
On a pre´sente´ dans cette the`se deux types d’a priori qu’on a appele´ a priori de re´gularisation et a
priori de parcimonie. Il est naturel de se demander lequel des deux est le meilleur. Pour comparer les
deux approches, plusieurs crite`res entrent en jeu : les temps de calcul, la qualite´ de la restauration, les
proprie´te´s analytiques des solutions. Nous ne traitons ici que le premier point. Les deux autres peuvent
former l’objet d’une e´tude future.
5.5.1 Comparaison pour une attache aux donne´es ge´ne´rale
On a vu que les proble`mes de restauration avec a priori de re´gularite´ peuvent s’e´crire sous la forme
suivante :
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min
{x∈X}
(
|Bx|l1(Y) + |λ(Ax − x0)|lp(X)
)
(5.64)
avec B : X → Y . Les proble`mes de restauration avec a priori de parcimonie peuvent s’e´crire sous la
forme suivante :
min
y∈Y
(
|y|l1(Y) + |λ(AB∗y − x0)|lp(X)
)
(5.65)
Les deux proble`mes peuvent eˆtre re´solus avec le meˆme taux de convergence the´orique en O
(
1
k
)
.
On peut donc conside´rer qu’ils ont la meˆme complexite´ nume´rique.
5.5.2 Comparaison pour une attache aux donne´es l2
Lorsque l’on souhaite re´soudre un proble`me de restauration d’image entaˆche´e de bruit gaussien,
le principe du maximum a posteriori me`ne a` un proble`me du type :
min
x∈X
(
|Bx|l1(Y) + λ|x − x0|2X
)
(5.66)
en utilisant un a priori de re´gularite´. Lorsqu’on utilise un a priori de parcimonie, on obtient un
proble`me du type :
min
y∈Y
(
|x|l1(Y) + λ|B∗y − x0|2X
)
(5.67)
ou` B est un dictionnaire ou une trame. On a vu que les proble`mes (5.66) et (5.67) peuvent tous deux
eˆtre re´solus en O
(
1
k2
)
lorsque B a un noyau non re´duit a` 0. Lorsque B est une trame, les deux proble`mes
peuvent eˆtre re´solus avec un taux de convergence line´aire identique de´pendant seulement de la plus
petite et de la plus grande valeur singulie`re de B∗.
Les a priori de re´gularite´ et de parcimonie me`nent donc a` des proble`mes de complexite´ algorith-
mique e´quivalente.
5.5.3 Une comparaison pre´liminaire de la qualite´ de restauration
Pour finir ce chapitre, nous proposons une comparaison pre´liminaire de la qualite´ de restauration
avec des crite`res de re´gularite´ ou de parcimonie. Nous bruitons une image avec un bruit gaussien
additif et re´solvons les proble`mes (5.66) et (5.67). Cette comparaison n’est qu’indicative, car nous
avons choisi une transforme´e tre`s simple et pas assez redondante. Nous avons pose´ B =

τ0,0A
τ1,0A
τ0,1A
τ1,1A

ou` A est une transforme´e de´cime´e de Haar a` 5 niveaux, et ou` l’ope´rateur τi, j est un ope´rateur de
translation d’une distance i suivant l’axe x et d’une distance j suivant l’axe y. Ainsi, l’ope´rateur B :
Rn → R4n est invariant par translation jusqu’au second niveau de de´composition. C’est une trame
ajuste´e. Les atomes e´le´mentaires de cette trame sont des fonctions indicatrices de carre´s. De telles
fonctions mode´lisent mal les structures des images.
La figure 5.11 pre´sente les re´sultats de restauration. Nous avons choisi le parame`tre λ de telle
manie`re que la norme l2 des re´sidus soient identiques. Avec cette transforme´e, les re´sultats de restau-
ration avec crite`res de re´gularite´ sont bien plus satisfaisants (ame´lioration de 1.3dB).
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Fig. 5.11 – HG : image originale - HD : image a` restaurer (SNR : 24.61 dB) - BG : image restaure´e
avec des crite`res de re´gularite´ (SNR : 31.10 dB) - BD : image restaure´e avec des crite`res de parcimonie
(SNR : 29.79 dB)
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Nous pensons qu’une comparaison the´orique est ne´cessaire pour pouvoir porter des conclusions
plus valables sur la pertinence des deux a priori. Des comparaisons pratiques en utilisant des trans-
forme´es plus redondantes de type curvelet permettraient aussi de conclure avec plus de pre´cision.
Nous nous attaquerons sans doute a` ce proble`me dans la suite de nos travaux.
5.6 Mini-guide de l’utilisateur
Nous venons de montrer de fac¸on de´taille´e comment utiliser les sche´mas de minimisation multi-
pas propose´s dans le chapitre 4. Pour conclure ce chapitre, nous re´sumons brie`vement comment et
dans quels cas utiliser ces algorithmes. Ce paragraphe est destine´ a` ceux qui souhaitent rapidement
savoir quelle me´thode utiliser et comment l’utiliser pour un proble`me particulier. Tous les algorithmes
pre´sente´s s’appliquent a` un proble`me du type :
min
x∈X
( f (x) + Ψ(x)) (5.68)
ou` f et Ψ sont convexes. La premie`re e´tape pour appliquer ces algorithmes consiste invariablement a`
caracte´riser la classe de fonctions a` laquelle appartiennent f et Ψ. Ces fonctions peuvent appartenir
simultane´ment a` plusieurs classes. Dans ce cas, il faut privile´gier les me´thodes suivant l’ordre suivant :
1. Si f est Lipschitz diffe´rentiable et si Ψ est simple : passer au paragraphe 5.6.1. On obtient un
taux de convergence supe´rieur a` O
(
1
k2
)
.
2. Si f est une somme de fonctions max et de fonctions Lipschitz et si Ψ est fortement convexe :
passer au paragraphe 5.6.2. On obtient un taux de convergence supe´rieur a` O
(
1
k2
)
.
3. Si f est une fonction max et Ψ est simple : passer au paragraphe 5.6.3. On obtient un taux de
convergence supe´rieur a` O
(
1
k
)
.
Finalement, notons qu’assez souvent, un proble`me ne s’exprime pas directement sous la forme (5.68).
Cependant, en manipulant le proble`me initial astucieusement, on peut souvent se ramener a` cette for-
mulation. Nous espe´rons que les quelques exemples donne´s pre´ce´demment et dans le chapitre a` venir
peuvent donner des ide´es pour transformer un proble`me sous la forme (5.68).
5.6.1 Lipschitz diffe´rentiable + Simple
Le prototype des proble`mes de ce type est le suivant :
min
x∈X
(
1
2
|Ax − b|2Y + λ|x|l1(X)
)
(5.69)
ou` A : X → Y est une transforme´e line´aire. La fonction f : x 7→ 1
2
|Ax − b|2Y est ||A||2-Lipschitz
diffe´rentiable. La fonction Ψ(x) : x 7→ λ|x|l1(X) est simple. Ce genre de proble`me arrive typiquement
lorsque l’on souhaite de´composer une image sur un dictionnaire, lorsque l’on souhaite de´convoluer des
images entaˆche´es de bruits gaussiens ou encore pour des proble`mes de type e´chantillonage compressif.
La strate´gie que l’on sugge`re consiste a` appliquer l’algorithme de Y. Nesterov pre´sente´ dans la
section 4.1. La version imple´mentable est l’algorithme 4.2. Celui-ci converge line´airement s’il existe
ǫ > 0 tel que ||Ax|| ≥ ǫ|x|X (A est une trame). Il converge en O
(
1
k2
)
si le noyau de A n’est pas re´duit a`
{0}.
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5.6.2 Max + Fortement convexe
Le prototype des proble`mes de ce type est le suivant :
min
y∈Y
(
|By|l1(X) +
λ
2
|Ay − y0|2Y
)
(5.70)
ou` B : Y → X est une transforme´e line´aire et A : Y → Y est une transforme´e line´aire inversible. La
fonction f : y 7→ |By|l1(X) est une fonction max. La fonction Ψ : y 7→
λ
2
|Ay − y0|2Y est une fonction
fortement convexe. Par exemple si B = ∇ et A = Id, ce proble`me est celui de Rudin-Osher-Fatemi.
A peut repre´senter un produit de convolution inversible, et dans ce cas, l’e´quation (5.70) devient un
proble`me de de´convolution.
La strate´gie que nous sugge´rons est d’appliquer l’algorithme pre´sente´ dans la section 4.2. Il
consiste a` formuler un proble`me dual et a` le re´soudre avec l’algorithme 4.5. Cet algorithme converge
line´airement si B est une trame. Il converge en O
(
1
k2
)
si le noyau de B n’est pas re´duit a` {0}.
5.6.3 Max + Simple
Ce formalisme incorpore un tre`s grand nombre de proble`mes, tels que la de´convolution avec des
bruits gaussiens, des bruits impulsionnels, des bruits uniformes, des bruits de compression, avec des a
priori de re´gularite´ ou de parcimonie, sous forme contrainte ou lagrangienne. Nous conseillons deux
strate´gie de minimisation dans cette the`se :
1. La strate´gie a` pre´fe´rer si les calculs ne sont pas trop complique´s (il faut le ve´rifier a` chaque fois),
consiste a` remplac¸er le proble`me (5.68) par le suivant :
min
x∈X
(
f (x) + Ψ(x) + ǫ|x − x0|2X
)
(5.71)
On exprime alors le proble`me dual a` (5.71) et on le re´soud avec l’algorithme 4.4. Un exemple
est propose´ dans le paragraphe 5.3.1. Cet algorithme converge en O
(
1
k
)
.
2. S’il est trop difficile d’exprimer un proble`me dual, on remplace le proble`me (5.68) par le sui-
vant :
min
x∈X
(
fµ(x) + Ψ(x)
)
(5.72)
ou` fµ est une approximation diffe´rentiable de f . On re´soud ce proble`me avec l’algorithme 4.2.
On obtient un taux de convergence en O
(
1
k
)
.
Chapitre 6
De´composition d’images
Dans ce chapitre on va voir que les algorithmes propose´s peuvent aussi eˆtre applique´s aux proble`mes
de de´composition d’images en texture et en ge´ome´trie. Nous proposons une comparaison rapide des
diffe´rents mode`les de de´composition et en proposons un nouveau qui fournit des re´sultats tre`s satis-
faisants.
6.1 L’origine des mode`les de de´composition
La premie`re application de la variation totale en traitement d’images fut propose´e par Rudin-
Osher-Fatemi dans [Rudin et al., 1992a]. Elle consistait a` re´soudre :
inf
u∈BV
(∫
Ω
|Du| +
∫
Ω
|u − f |2dΩ
)
(6.1)
Dans son livre [Meyer, 2001], Y. Meyer a e´tudie´ ce mode`le the´oriquement et a mis en e´vidence
son incapacite´ a` se´parer la partie ge´ome´trique d’une image et ses parties oscillantes. Il propose alors
un mode`le dit de de´composition en texture et en ge´ome´trie. Pour simplifier la pre´sentation, nous
pre´sentons ce mode`le dans le cadre discret. Le lecteur inte´resse´ par le formalisme continu peut se
re´fe´rer a` [Meyer, 2001; Aujol et al., 2005] pour plus de de´tails. Y. Meyer de´finit une norme :
|v|G = inf
g∈Y,div(g)=v
(|g|l∞(Y)) (6.2)
et propose de de´composer une image f en une partie ge´ome´trique u et une partie oscillante v en
re´solvant le proble`me suivant :
inf
(u,v)∈X2, f=u+v
(
|∇u|l1(X) + λ|v|G
)
(6.3)
La norme G d’une fonction est faible pour des fonctions oscillantes a` moyenne nulle et grande pour
des fonctions “ge´ome´triques” (par exemple des fonctions constantes par morceaux). C’est pourquoi
ce mode`le devrait permettre d’extraire plus efficacement les parties oscillantes d’une image que le
mode`le classique de Rudin-Osher-Fatemi. Notons que ce proble`me est convexe.
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6.2 Reformulation du proble`me
Dans son travail, Y. Meyer n’a pas propose´ de me´thode nume´rique de re´solution. Les premiers
auteurs a` s’eˆtre inte´resse´s a` cette taˆche sont L. Vese et S. Osher dans [Osher et Vese, 2003]. Plus tard
d’autres chercheurs se sont attaque´s a` ce proble`me. Citons notamment les travaux de J.F. Aujol et. al.
dans [Aujol, 2004] et de D. Goldfarb et. al. dans [Goldfarb et Yin, 2005]. Le premier travail re´sout
le proble`me en le re´gularisant puis en utilisant un sche´ma de premier ordre. Les auteurs montrent
la convergence de leur algorithme. Le second re´sout le proble`me en utilisant l’algorithme de second
order cone programming. Il converge vers une solution exacte. Ces deux techniques restent cependant
ame´liorables. La premie`re converge trop lentement et on a pu ve´rifier qu’elle ne donne qu’une assez
mauvaise approximation de la solution. La seconde me´thode donne une solution exacte (a` la pre´cision
machine pre`s), mais elle ne permet pas de traiter de grosses images car elle requiert une quantite´ de
me´moire et des temps de calcul tre`s importants. Dans la suite de cette partie, nous pre´sentons une
me´thode de re´solution originale.
Notons J(u) = |∇u|l1(Y). Le proble`me de Y. Meyer discre´tise´ s’e´crit :
min
u∈X
(
J(u) + λ min
g∈Y,div(g)= f−u
(|g|l∞(Y))) (6.4)
Proposition 6.4. Le proble`me (6.4) peut eˆtre reformule´ comme suit :
inf
g∈Y,||g||∞≤α
(J( f − div(g))) (6.5)
De´monstration. Il suffit d’utiliser le changement de variable u = f − div(g). Ceci permet d’obtenir un
proble`me d’optimisation qui ne de´pend que de la variable g. L’ope´rateur div est surjectif de Y dans
˜X = X − {(γ, γ, ..., γ), γ ∈ R}. On peut donc e´crire :
inf
u∈X
(
J(u) + λ inf
g∈Y,div(g)= f−u
(||g||∞)
)
= inf
g∈Y
(J( f − div(g)) + λ||g||∞) (6.6)
En remplac¸ant le parame`tre lagrangien λ en contrainte, on obtient le re´sultat annonce´. 
Au lieu de re´soudre le proble`me (6.5), on peut re´soudre :
inf
g∈Y,|g|l∞(Y)≤α
(
Jµ( f − div(g))
)
(6.7)
ou` Jµ est une re´gularisation de J et on obtient un algorithme avec un taux de convergence en O(1k ).
Notons que si on remplace la norme l∞ par une norme l2 dans l’e´quation (6.5), on retrouve le mode`le
de Osher-Sole´-Vese [Osher et al., 2003]. Celui-ci peut eˆtre re´solu en O
(
1
k2
)
en utilisant une approche
duale. On peut aussi remplac¸er la norme l∞ par une norme l1, ce qui donne lieu a` un mode`le de
de´composition ine´dit que nous utiliserons dans la suite. Cette nouvelle formulation du proble`me
permet de contraindre facilement les proprie´te´s du champ g, ce qui peut eˆtre utile pour faire des
de´compositions d’images adaptatives.
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6.2.1 Comparaison pratique des diffe´rents mode`les
Nous comparons ici les re´sultats de de´composition en utilisant :
– le mode`le de Meyer :
inf
g∈Y,|g|l∞(Y)≤α
(
Jµ( f − div(g))
)
(6.8)
– le mode`le de Vese-Osher :
inf
g∈Y,|g|l2(Y)≤α
(
Jµ( f − div(g))
)
(6.9)
– le mode`le BV − l1 :
inf
x∈X,|x− f |l1(X)≤α≤α
(
Jµ(x)
)
(6.10)
– le mode`le ine´dit :
inf
g∈Y,|g|l1(Y)≤α
(
Jµ( f − div(g))
)
(6.11)
Tous ces proble`mes peuvent eˆtre re´solus efficacement avec l’algorithme 4.2.
Fig. 6.1 – Image a` de´composer
Dans toutes les expe´riences, on choisit pour parame`tre de re´gularisation µ = 0.001. Apre`s 150
ite´rations de faible couˆt, on n’observe plus d’e´volution de la de´composition. Pour obtenir un re´sultat
similaire, les descentes de gradient projete´ ne´cessitent plus de 5000 ite´rations. Pour pouvoir comparer
les diffe´rents mode`les, on a choisi le parame`tre α de telle manie`re a` ce que toutes les parties texture´es
aient la meˆme norme l2.
La figure 6.2 montre que le mode`le de Y. Meyer ne permet pas de correctement retirer les par-
ties oscillantes des habits de Barbara. On peut montrer the´oriquement que l’amplitude de la texture
(composante v) est borne´e par un parame`tre de´pendant line´airement de α dans (6.5). Ce re´sultat est
sans doute a` l’origine du re´sultat de´cevant. Sur l’exemple donne´, le mode`le de Vese-Osher donne des
re´sultats plus satisfaisants. Ceci a de´ja` e´te´ remarque´ dans [Yin et al., 2007].
Le mode`le BV − l1 se´pare correctement les parties oscillantes et ge´ome´triques. La meˆme obser-
vation peut eˆtre faite lorsque l’on minimise la norme l1 du champ g dans (6.5). On remarque que
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Fig. 6.2 – De´composition en partie ge´ome´trique et en partie oscillante. Haut : mode`le de Y. Meyer.
Bas : mode`le de Osher-Sole´-Vese
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les deux de´compositions sont tre`s similaires. Le mode`le ine´dit (6.11) semble cependant extraire plus
efficacement les parties oscillantes (chaise en arrie`re plan et habits par exemple). Ce mode`le semble
aussi donner lieu a` une partie ge´ome´trique le´ge`rement plus floue. Nous pensons que ceci doit eˆtre duˆ
au fait que la discre´tisation est plus diffusive. Elle repose en effet sur des diffe´rences finies d’ordre
4. Ces re´sultats expe´rimentaux indiquent qu’il serait sans doute inte´ressant d’e´tudier les proprie´te´s
analytiques de ce nouveau mode`le.
Fig. 6.3 – De´compositions en partie ge´ome´trique et en partie oscillante. Haut : mode`le BV − l1 - Bas :
re´sultat de la minimisation de la norme l1 du champ g dans (6.5)
Pour finir, notons qu’un autre mode`le de de´composition d’images a e´te´ propose´ dans [Starck et
al., 2005]. Ce mode`le peut lui aussi eˆtre re´solu par les me´thodes pre´sente´es dans cette the`se.
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Chapitre 7
Comparaisons expe´rimentales
Dans cette partie, nous comparons les algorithmes de minimisation propose´s avec plusieurs autres
approches. Nous nous concentrons uniquement sur les proble`mes lie´s a` la variation totale. Nous avons
soumis un papier a SIAM Journal of Scientific Computing sur ce sujet [Weiss et al., 2007b].
De tre`s nombreuses me´thodes ont e´te´ propose´es pour re´soudre ces proble`mes. Certaines reposent
sur des e´quations aux de´rive´es partielles [Rudin et Osher, 1994; Rudin et al., 1992a], avec des sche´mas
semi-implicites [Krishnan et al., 2006] ou des me´thodes de point fixe [Vogel et Oman, 1996]. D’autres
reposent sur la minimisation d’une e´nergie discre´tise´e. On peut notamment citer les me´thodes de sous-
gradient [Combettes et Luo, 2002], les me´thodes a` base de projections sur des hyperplans [Combettes
et Pesquet, 2004], les me´thodes de quasi Newton (aussi appele´es semi-quadratiques) [Charbonnier
et al., 1994], les me´thodes de type Newton [Li et Santosa, 1996], les me´thodes de second order cone
programming [Goldfarb et Yin, 2005], les me´thodes de points interieurs [Fu et al., 2005], ou encore des
approches par graph-cuts [Darbon et Sigelle, 2006; Chambolle, 2005]. Re´cemment plusieurs auteurs
ont propose´ des me´thodes duales ou primales-duales [Chan et al., 1999; Hintermu¨ller et Stadler, 2006;
Chambolle, 2004; Zhu, 2008]. Ce petit e´tat des lieux est assez loin d’eˆtre exhaustif. La bibliographie
de ce domaine contient plus de 50 articles de journaux et sa taille augmente re´gulie`rement. Il est donc
impossible de re´imple´menter toutes ces me´thodes. De plus, leur efficacite´ de´pend fortement de choix
comme les pre´conditionneurs. Nous restreignons donc nos comparaisons nume´riques aux me´thodes
classiques de premier ordre. Pour les nommer : les me´thodes de sous-gradients et les descentes de
gradient.
7.1 Le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi
Le premier proble`me que nous conside´rons est celui de Rudin-Osher-Fatemi. De nombreux articles
re´cents donnent des re´sultats de convergence pour ce proble`me et il permet de comparer les approches
primales et duales. Le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi consiste a` re´soudre :
inf
x∈X
(
|∇x|l1(X) +
λ
2
|x − x0|22
)
︸                       ︷︷                       ︸
φ(x)
(7.1)
Il peut eˆtre re´gularise´ de la fac¸on suivante :
inf
x∈X
(
|∇x|1,µ +
λ
2
|x − x0|22
)
(7.2)
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ou` | · |1,µ est la fonction de Huber de´finie en (5.32). Le proble`me dual a` (7.1) peut eˆtre exprime´ de la
fac¸on suivante :
max
y∈K
−|div y|2X4λ + 〈x0,−div y〉Y
 (7.3)
ou` K = {y ∈ Y, |y|l∞(Y) ≤ 1}. Le proble`me (7.1) peut-eˆtre re´solu avec au moins 5 me´thodes pre´sente´es
dans cette the`se :
Algo1 La premie`re me´thode est la plus rapide the´oriquement. Elle consiste a` re´soudre le proble`me
dual (7.3) avec un sche´ma de Nesterov (voir algorithme 5.1). On a montre´ un taux de conver-
gence en O
(
1
k2
)
.
Algo2 La deuxie`me me´thode consiste a` re´soudre le proble`me dual (7.3) avec une me´thode de
gradient projete´. On a montre´ un taux de convergence en O
(
1
k
)
.
Algo3 La troisie`me me´thode consiste a` re´soudre le proble`me re´gularise´ (7.2) avec un sche´ma de
Nesterov. La` aussi on a montre´ un taux de convergence en O
(
1
k
)
.
Algo4 La quatrie`me me´thode est la descente de gradient applique´e au proble`me re´gularise´ (7.2).
On peut montrer que cette me´thode converge en O
(
1√
k
)
[Weiss et al., 2007b].
Algo5 La cinquie`me me´thode est la descente de sous-gradient projete´ avec pas optimal (3.20).
ηk doit appartenir au sous-diffe´rentiel de la variation totale en xk pour obtenir un algorithme
convergent. On choisit :
ηk = −div(Ψ) avec Ψi =

(∇xk)i
|(∇xk )i |2 si |(∇x
k)i|2 > 0
0 sinon
(7.4)
Le pas de la descente τk est choisi en fonction du the´ore`me 3.23. Pour appliquer cette strate´gie, il
faut connaıˆtre f ∗. Comme on ne connait pas cette valeur, on laisse un programme tourner jusqu’a`
convergence (Algo1), il renvoit une valeur tre`s proche de f ∗. Cet algorithme est inutilisable en
pratique. Il sert uniquement de re´fe´rence.
On utilise l’image Lena de taille 256 × 256 a` valeurs dans [0, 1]. On lui ajoute un bruit gaussien
(σ = .15). Ceci correspond aux images 7.1. La figure bas-gauche (BG) est donne´e pour montrer que
la strate´gie de re´gularisation de la variation totale n’affecte pas la solution de fac¸on perceptuelle.
Les figures 7.2, 7.3 et 7.4 montrent respectivement les courbes de convergence en termes d’objectif
(φ(xk) − φ(x∗)), en terme de distance l2 a` la solution (|φ(xk) − φ(x∗)|X) et en terme de distance l∞ a` la
solution (|φ(xk) − φ(x∗)|l∞(X)).
Ces courbes contiennent de nombreuses informations que nous de´pouillons ci-dessous :
– On remarque d’abord que la pre´cision des algorithmes se basant sur une re´gularisation du
proble`me (Algo3 et Algo4) est borne´e infe´rieurement par une constante positive due a` l’erreur
d’approximation. Il est donc inutile, apre`s avoir fixe´ le parame`tre de re´gularisation µ, de faire un
trop grand nombre d’ite´rations. Les strate´gies pre´sente´es dans les the´ore`mes 4.22 et 4.23 sont
de bonnes approximations en pratique.
– La descente de sous-gradient projete´ (Algo5) converge assez rapidement dans les premie`res
ite´rations, puis elle semble osciller autour du minimum avec une de´croissance lente.
– Le classement pratique des algorithmes correspond exactement au classement the´orique. En
termes image´s, on a Algo1 >> Algo2 ∼ Algo3 >> Algo4 ∼ Algo5. Algo1 est bien le meilleur
algorithme vis-a`-vis de tous les crite`res. L’algorithme Algo2 se comporte assez bien dans les
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Fig. 7.1 – HG : image originale - HD : image bruite´e - BG : solution de (7.2) en utilisant l’algorithme
Algo3 et en posant µ = 10−3 - BD : solution exacte de (7.1) obtenue en appliquant Algo1 jusqu’a`
convergence
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Fig. 7.2 – Convergence des diffe´rents algorithmes en terme d’objectif.
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Fig. 7.3 – Convergence des diffe´rents algorithmes en terme de distance l2 au minimiseur.
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Fig. 7.4 – Convergence des diffe´rents algorithmes en terme de distance l∞ au minimiseur.
premie`res ite´rations. Son comportement asymptotique est bien moins bon que celui de Algo1.
L’algorithme Algo3 semble eˆtre moins efficace que Algo2. Il a cependant la meˆme efficacite´
the´orique en O
(
1
k
)
. Ce fait est confirme´ par la petite plage d’ite´rations sur lequel il donne de
meilleurs re´sultats que Algo2. Finalement les algorithmes Algo4 et Algo5 qui convergent en
O
(
1√
k
)
doivent eˆtre e´vite´s.
– Dans les formulations primales et duales, les algorithmes acce´le´re´s de Nesterov se comportent
bien mieux que les me´thodes de descente a` un pas.
– La convergence en norme est aussi bonne que la convergence de l’objectif. Ce n’est pas tre`s
e´tonnant pour la norme l2 a` la vue de l’ine´galite´ (2.52). C’est plus inattendu pour la norme l∞.
– Pour obtenir une pre´cision en norme l∞ de 1/255 ∼ 4 × 10−3, l’algorithme Algo1 a besoin
d’environ 900 ite´rations. Ce re´sultat devrait re´jouir J. Darbon qui a re´cemment propose´ un
algorithme en O(n log(n)) pour re´soudre le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi avec la meˆme
pre´cision ([Darbon, 2008]). Ce re´sultat semble indiquer que les techniques a` base de graph-
cut devraient eˆtre pre´fe´re´es aux techniques pre´sente´es dans cette the`se. Pour le moment, elle
ne permettent de re´soudre efficacement que les proble`mes a` base de variation totale anisotrope
avec des attaches aux donne´es sans interactions entre les pixels. Espe´rons qu’elle puisse eˆtre
e´tendues a` des classes de fonctions plus larges a` l’avenir.
Pour conclure, nous avons vu que les sche´mas acce´le´re´s se comportent bien mieux que les sche´mas
a` un pas. Cette expe´rience confirme aussi que le passage en dualite´ permet de largement acce´le´rer la
minimisation des proble`mes fortement convexes.
On a vu que Algo2 et Algo3 convergent tous deux en O
(
1
k
)
. On a voulu ve´rifier qu’en pratique,
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leur comportement e´tait similaire, malgre´ le parame`tre de re´gularisation introduit dans Algo3. Dans la
figure 7.5, on re´gularise l’image Lena en posant λ = 1. On peut voir que pour tout nombre d’ite´rations
k, il existe une paire (k, µ) telle que la pre´cision obtenue avec Algo3 est la meˆme que celle obtenue
avec Algo2. Ce re´sultat indique bien que la technique “re´gularisation + sche´ma acce´le´re´” a a` peu pre`s
la meˆme efficacite´ que l’algorithme de A. Chambolle1. Il est un peu plus dur d’utilisation, car il faut
fixer le nombre d’ite´rations en fonction du parame`tre de re´gularisation µ, mais il peut eˆtre utilise´ pour
une classe de proble`mes bien plus large.
Une dernie`re remarque inte´ressante est que la pre´cision maximale qui peut eˆtre obtenue avec la
technique de re´gularisation de´pend de µ line´airement. Ceci confirme une fois de plus la the´orie.
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Fig. 7.5 – Comparaison de Algo2 et Algo3 avec diffe´rents parame`tres de re´gularisation µ
7.2 Autres proble`mes contraints
Nous nous inte´ressons maintenant a` la comparaison des me´thodes primales. Nous comparons les
algorithmes Algo3, Algo4 et Algo5 pour re´soudre le proble`me de minimisation de la variation totale
sous contraintes (5.5) avec diffe´rentes fonctions F. Dans tous les cas, on pose µ = 0.001 2. Nous
testons l’efficacite´ du sche´ma sous diffe´rentes contraintes. Les mode`les teste´s sont :
– Le proble`me de Rudin-Osher-Fatemi (Fig. 7.6).
– Le proble`me BV − l1 (Fig. 7.7).
– Le proble`me de de´convolution (Fig. 7.8).
On remarque que dans tous les cas, le sche´ma de Nesterov a une efficacite´ tre`s nettement supe´rieure
a` la descente de gradient projete´. La descente de sous-gradient projete´ avec pas optimal permet de faire
de´croıˆtre l’objectif de fac¸on tre`s rapide de`s les premie`res ite´rations. Asymptotiquement, son taux de
convergence semble plus mauvais que l’approche “Nesterov + re´gularisation”. Notre conclusion est
1l’algorithme Algo2 a e´te´ propose´ dans ([Chambolle, 2005])
2ce choix me`ne a` des solutions qui sont identiques perceptuellement aux solutions en posant µ = 0
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Fig. 7.6 – Evolution de ||∇uk ||1 − ||∇u¯||1 avec e´chelle logarithmique pour le proble`me de Rudin-Osher-
Fatemi. Re´sultats sur la figure 7.1.
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Fig. 7.7 – Evolution de ||∇uk ||1 − ||∇u¯||1 en e´chelle logarithmique pour le proble`me BV − l1. Re´sultats
sur la figure 6.3.
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Fig. 7.8 – Evolution de ||∇uk ||1 − ||∇u¯||1 en e´chelle logarithmique pour le proble`me de de´convolution.
Re´sultats sur la figure 5.6.
que la me´thode de sous-gradient projete´ avec une suite de pas {τk} pre´calcule´e peut eˆtre inte´ressante
pour obtenir une solution approche´e en tre`s peu d’ite´rations. Pour obtenir des solutions pre´cises en
des temps de calcul le´ge`rement supe´rieurs, l’approche propose´e est bien plus approprie´e.
7.3 Discussion
7.3.1 Stabilite´ du sche´ma de Nesterov
Plusieurs personnes ayant teste´ les me´thodes de Y. Nesterov nous ont fait part de leur e´tonnement
a` la vue de ces re´sultats. En effet, leurs tests avaient montre´ de nettes instabilite´s du sche´ma qui le
rendait moins bon que les simples descentes de gradient par exemple. Notre conclusion est radicale-
ment oppose´e. Dans tous les cas teste´s, la me´thode acce´le´re´e multi-pas a une efficacite´ tre`s nettement
supe´rieure aux me´thodes a` un pas.
Nous avons tout de meˆme remarque´ qu’aymptotiquement, la me´thode de Y. Nesterov peut se
comporter moins bien qu’une simple descente de gradient. Elle permet de re´duire le saut de dua-
lite´ d’un facteur variant entre 105 et 1010 (ce qui est largement suffisant pour les besoins du trai-
tement d’images), tandis que les me´thodes de gradient permettent de re´duire ce saut d’un facteur
environ 10 fois supe´rieur (avec des temps de convergence jusqu’a` 1000 fois supe´rieurs). Nous pen-
sons que ce de´faut de la me´thode est duˆ au fait que la fonction ψk (e´quation (4.4)) est compose´e d’une
grande somme de gradients ponde´re´s par les coefficients croissants Ak. Un tel calcul est instable en
arithme´tique finie. Il peut eˆtre inte´ressant en pratique de re´initialiser cette variable pe´riodiquement, si
l’on souhaite obtenir de tre`s bonnes pre´cisions.
7.3 Discussion 103
7.3.2 Comparaisons avec d’autres me´thodes
Les me´thodes de second ordre sont couramment utilise´es pour re´soudre les proble`mes de restau-
ration e´voque´s. Il nous semble que ces me´thodes repre´sentent les concurrents les plus redoutables a`
notre approche. De nombreux articles sugge`rent la minimisation semi-quadratique [Geman et Yang,
1995; Charbonnier et al., 1994]. M. Nikolova et R. Chan ont montre´ re´cemment que ces me´thodes
e´taient strictement e´quivalentes aux me´thodes de quasi-Newton [Nikolova et Chan, 2007]. M. Allain
et al. ont montre´ que leur taux de convergence est line´aire [Allain et al., 2006]. Un tel taux de conver-
gence est meilleur asymptotiquement que notre de´croissance en
(
O 1kα
)
. En pratique, on observe une
convergence bien plus rapide pour les me´thodes de quasi-Newton (une dizaine d’ite´rations suffisents
pour obtenir des solutions stables). La contrepartie re´side clairement dans le fait qu’il faut re´soudre
un tre`s grand syste`me line´aire a` chaque ite´ration. L’efficacite´ de cette me´thode de´pend donc forte-
ment du conditionnement des syste`mes line´aires et du choix de pre´conditionneurs. Des expe´riences
pre´liminaires sans pre´conditionnement donnent un avantage net aux me´thodes propose´es dans cette
the`se. Bien entendu, il faudrait mener plus d’expe´riences pour confirmer ce re´sultat.
Les me´thodes de second order cone programming ont e´te´ propose´es re´cemment [Yin et al., 2007]
et me`nent a` des solutions tre`s pre´cises. Cependant, les temps de calcul sont tre`s grands. Cette approche
ne nous semblent pas raisonnable pour re´soudre des proble`mes en tre`s grande dimension. Cela reste
une tre`s bonne strate´gie pour e´valuer les qualite´s et de´fauts d’un mode`le.
Des approches tre`s prometteuses par graph-cuts ont re´cemment e´te´ propose´e pour re´soudre les
proble`mes de variation totale [Darbon et Sigelle, 2006; Chambolle, 2005]. Les auteurs re´solvent les
proble`mes BV − l1, BV − l2 et BV − l∞. Ils montrent qu’ils obtiennent des solutions exactes (a` un fac-
teur de quantification pre`s) en un nombre fini d’ite´rations. J. Darbon semble avoir trouve´ une me´thode
de re´solution optimale en O(n log(n)) ([Darbon, 2008] + communication prive´e). Un tel taux est bien
meilleur que tout ce qu’on a propose´ dans cette the`se. Cependant la me´thode n’est pour le moment ap-
plicable qu’a` une classe de proble`me tre`s restreinte (variation totale anisotrope + contraintes simples).
L’approche pre´sente´e dans cette the`se permet de re´soudre une classe de proble`mes bien plus vaste
avec une efficacite´ restant tre`s bonne.
Nous pensons que des solutions tre`s pre´cises n’ont pas grand inte´reˆt en traitement d’images. Le
syste`me visuel humain est incapable de percevoir de petites modifications de l’image. Par exemple un
bruit uniforme d’amplitude 5 que l’on ajoute a` une image code´e sur 256 niveaux est imperceptible.
Nous pensons donc que les me´thodes de premier ordre sont particulie`rement adapte´es au traitement
d’images. Les me´thodes que nous avons propose´es convergent vers des solutions approche´es en des
temps tre`s courts et les algorithmes propose´s sont faciles a` imple´menter.
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Chapitre 8
Conclusions et perspectives
Dans cette premie`re partie de the`se, nous avons propose´ de nombreux sche´mas de minimisation de
premier ordre adapte´s a` de larges classes de fonctions couramment utilise´es en traitement d’images.
Nous avons explique´ the´oriquement l’inte´reˆt des techniques duales d’optimisation ainsi que l’inte´reˆt
des me´thodes de re´gularisation. L’application des sche´mas de Y. Nesterov a` ces divers proble`mes
montre qu’elles ont un avantage tre`s net sur d’autres techniques re´cemment propose´es dans le domaine
du traitement d’images. Nous espe´rons donc que cette the`se permettra de dynamiser la recherche
the´orique et pratique sur les sche´mas multi-pas qui semblent pour le moment eˆtre e´tudie´s par tre`s peu
d’auteurs (A notre connaissance uniquement Y. Nesterov).
Pendant cette the`se, nous nous sommes pose´ de nombreuses questions qui n’ont pas encore trouve´
de re´ponse et nous motivent particulie`rement a` continuer dans la recherche. Nous les de´taillons ci-
dessous :
– Comment minimiser des fonctions a` de´rive´es non borne´es ? Dans cette the`se, on a toujours
eu implicitement recours a` la proprie´te´ (2.43) des fonctions Lipschitz diffe´rentiables. Si on
oˆte cette proprie´te´, plus aucun des algorithmes structurels de´crits ne fonctionnent. On peut
donc se demander comment minimiser des fonctions de type x 7→ log(Ax) ou` A est une trans-
forme´e line´aire 1 ou des fontions du type x 7→ |Ax|lp(Y) avec p < {1, 2,∞}2. Etrangement, ces
fonctions diffe´rentiables semblent plus complique´es a` minimiser que certaines fonctions non
diffe´rentiables telles que les normes l1 de transforme´es line´aires. Une partie de re´ponse peut
venir de la the´orie des fonctions auto-concordantes [Nesterov et Nemirovskii, 1994; Nesterov
et Todd, 1997] dont le log fait partie. Pour ces fonctions, des taux de convergence satisfai-
sants sont obtenus avec des me´thodes de second ordre du type points inte´rieurs. Aucun taux de
convergence n’a e´te´ trouve´ a` notre connaissance pour des me´thodes de premier ordre.
– Quelles sont les fonctions pour lesquelles les me´thodes de premier ordre permettent de de´finir
des taux de convergence en norme ? Tre`s souvent, nous avons pre´sente´ des taux de convergence
en termes d’objectif. Le the´ore`me 3.18 indique que trouver des taux de convergence en norme
est en ge´ne´ral impossible lorsque l’on souhaite minimiser des fonction a` gradient Lipschitz. Il
serait inte´ressant de trouver des classes de proble`mes (non fortement convexes) pour lesquelles
on peut donner des taux de convergence en norme.
1Une telle fonction apparaıˆt notamment dans les proble`mes de de´convolution avec bruit de Poisson.
2Pre´cisons que la minimisation de normes lp (p , 2) nous semble eˆtre le pire proble`me rencontre´ pendant cette the`se.
Nous ne voyons pas comment le re´soudre autrement qu’en utilisant des techniques de descente avec pas de´croissant qui
convergent en O
(
1√
k
)
. Les techniques de re´gularisation notamment n’ont aucun inte´reˆt pratique.
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– Qui des a priori de re´gularite´ ou des a priori de parcimonie fournissent les meilleurs re´sultats
de restauration ? Quels sont les liens entre les solutions des deux proble`mes ? Ces deux a priori
sur les images fournissent de bons re´sultats de restauration et sont aujourd’hui tre`s largement
utilise´s. Dans cette the`se, nous avons montre´ que la complexite´ algorithmique de la minimisa-
tion des deux crite`res est e´quivalente. Il serait inte´ressant de comparer ces crite`res en pratique
et en the´orie.
– Comment comparer les me´thodes propose´es aux me´thodes d’ordre supe´rieur ? Les algorithmes
de second ordre tels que les me´thodes de points inte´rieurs sont de se´rieux concurrents aux
me´thodes de premier ordre propose´es dans cette the`se. La comparaison the´orique de ces me´thodes
n’est pas triviale, car il faut prendre en compte la complexite´ de la re´solution de syste`mes
line´aires. Pour montrer aux adeptes des me´thodes de type Newton que la question est loin d’eˆtre
tranche´e, rappelons que la technique du gradient conjugue´ (largement utilise´e pour inverser des
syste`mes line´aires) converge en O
(
1
k2
)
(au pire des cas), tout comme la me´thode optimale de Y.
Nesterov.
Deuxie`me partie
Sur l’invariance des lignes de niveau aux
changements d’illuminations.
Application a` la de´tection de
changements.
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Chapitre 1
Introduction
La deuxie`me partie de cette the`se est quasi inde´pendante de la pre´ce´dente. Nous y abordons le
proble`me de la de´tection de changements entre deux images satellitaires de haute re´solution par des
me´thodes variationnelles. Ce proble`me va nous mener a` e´tudier et a` utiliser l’invariance des lignes de
niveau d’une image a` des variations des conditions d’illumination. Ces re´sultats ont vu le jour graˆce
a` une collaboration avec Alexandre Fournier (doctorant du projet Ariana). Dans cette introduction,
nous commenc¸ons par de´finir le proble`me de la de´tection de changements et montrons qu’il doit eˆtre
effectue´ a` partir d’attributs d’images invariants aux conditions de prises de vue. Nous faisons ensuite
un bref rappel bibliographique des attributs d’images invariants aux variations d’illumination. Nous
de´taillons finalement le plan de la partie et e´nume´rons nos contributions.
1.1 Un bref aperc¸u de la proble`matique
1.1.1 Qu’est-ce que la de´tection de changements ?
Que doit faire un algorithme de de´tection de changements entre deux images ? Pour commencer
cette partie, nous proposons une de´finition originale de ce proble`me. Nous renvoyons le lecteur a`
l’article [Radke et al., 2005] pour voir le proble`me sous des angles diffe´rents.
La difficulte´ principale pour de´finir un algorithme de de´tection de changements est de trouver
les changements de sce`ne autres que ceux qui sont dus a` des conditions d’acquisition diffe´rentes.
Formulons ce proble`me mathe´matiquement. Soient u1 : Ω → R et u2 : Ω → R deux photographies
d’une meˆme re´gion, prises a` deux instants diffe´rents. On conside`re que l’image u1 est issue d’une
“sce`ne” S 1. S 1 peut regrouper plusieurs proprie´te´s du monde re´el telles que sa ge´ome´trie 3D et ses
proprie´te´s de re´flectance. L’image u1 est prise sous un ensemble de conditions de prise de vue L1 (angle
de vue, conditions d’illuminations,...). On suppose aussi que l’image u2 est issue d’une sce`ne S 2 sous
un ensemble de conditions L2. Sous ces hypothe`ses tre`s ge´ne´rales (qu’on de´taillera plus pre´cise´ment
par la suite), on peut e´crire : u1 = uS 1 ,L1u2 = uS 2 ,L2 = uS 1,L2 + c1,2 (1.1)
ou` uS 1 ,L1 est l’image de la sce`ne S 1 sous les conditions L1, uS 1 ,L2 est l’image de la sce`ne S 1 sous les
conditions L2 et c1,2 est une image des changements entre l’image u1 et l’image u2. Dans ce travail le
proble`me de la de´tection de changements est de´fini comme suit :
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Trouver l’image c1,2 a` partir de u1 et u2.
1.1.2 Le principe de la me´thode variationnelle
Pour retrouver c1,2, on peut introduire des a priori sur l’image de changements ainsi que sur les
liens entre uS 1,L1 et uS 1,L2 . Ceci nous me`ne a` la re´solution d’un proble`me du type suivant :
c1,2 = arg inf
c∈X
(φ(c) + Ψ(u2 − c, u1)) (1.2)
ou` φ : X → R est un a priori sur l’image de changements et Ψ : X × X → R est une fonction qui
favorise les couples d’images pouvant eˆtre issues d’une meˆme sce`ne. On cherche donc l’image la plus
probable parmi les changements qui ne sont pas dus aux conditions d’acquisition. Nous venons de
poser les bases du proble`me. Toute la difficulte´ consiste maintenant a` trouver et a` justifier des a priori.
Dans ce travail, nous nous inte´ressons surtout a` l’a priori Ψ. Celui-ci doit favoriser les images
pouvant provenir d’une meˆme sce`ne sous des conditions de vue diffe´rentes. Mathe´matiquement, on va
donc chercher a` construire une fonction qui satisfait les conditions suivantes :
∀(L1, L2)
{
Ψ(uS ,L1 , uS ,L2) = 0 ∀S
Ψ(uS 1 ,L1 , uS 2 ,L2) > 0 si S 1 , S 2
(1.3)
Pour assurer une telle invariance, la fonction Ψ doit eˆtre construite a` partir d’attributs d’images
invariants aux conditions de prises de vues. Il existe une litte´rature vaste concernant ce domaine. Nous
re´fe´rons le lecteur inte´resse´ par un aperc¸u au livre [Mundy et Zisserman, 1992]. Suivant la de´finition
que l’on donne a` “prise de vue”, ces attributs vont eˆtre diffe´rents. Par exemple, si on suppose que “prise
de vue” signifie position de l’imageur, il faudra trouver des attributs invariants aux transforme´es affines
ou homographiques. Dans ce travail, nous supposerons que les deux images u1 et u2 sont prises du
meˆme endroit avec le meˆme angle de vue 1. Par contre, nous supposerons que la position et l’intensite´
de la source de lumie`re varient. Nous allons donc devoir construire Ψ a` partir d’attributs invariants aux
conditions d’illumination.
1.1.3 Les attributs d’images invariants aux conditions d’illumination
La recherche de caracte´ristiques d’images invariantes a` l’illumination est un proble`me re´current
en traitement d’images. La re´fe´rence [Chen et al., 2008] donne un bon e´tat de l’art de ce domaine.
Nombre d’applications, comme la reconnaissance, l’e´galisation/re´haussement de contraste, le recalage
d’images et la de´tection de changements doivent eˆtre construites a` partir de tels attributs.
L’ensemble des contours ou des discontinuite´s d’une image sont probablement la caracte´ristique
la plus utilise´e [Marr, 1982]. Ceux-ci sont ge´ne´ralement dus a` des discontinuite´s de l’e´le´vation ou
de l’albe´do de la sce`ne et sont invariants aux changements d’illumination dans le sens ou` ils ap-
paraissent sur une image pour la plupart des conditions d’illumination. Re´cemment, Caselles et al.
[Caselles et al., 1999a] ont propose´ un outil alternatif. Les auteurs montrent que les lignes de niveau
sont invariantes aux changements de contraste locaux. L’ensemble des lignes de niveau (ou carte to-
pographique) pre´sente deux avantages importants par rapport aux contours. Premie`rement, dans un
cadre discret, la de´finition des contours repose en ge´ne´ral sur un seuil, contrairement a` la carte topo-
graphique. Deuxie`mement, la carte topographique permet de reconstruire une image, ce qui n’est pas
1c’est une hypothe`se raisonnable e´tant donne´ que les satellites d’observation sont en orbite he´liosynchrone et passent au
meˆme endroit pe´riodiquement
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le cas de caracte´ristiques singulie`res telles que les discontinuite´s ou les jonctions multiples. Certaines
applications des cartes topographiques – comme la de´tection de changements [Monasse et Guichard,
2000; Ballester et al., 2000], le recalage [Monasse, 1999] ou le re´haussement de contraste [Caselles
et al., 1999b] ont e´te´ re´cemment propose´es et donnent des re´sultats convaincants. Cependant, si les
lignes de niveaux sont invariantes aux changements de contrastes locaux, elles ne sont pas invariantes
aux changements d’illumination 2. On peut en effet trouver des sce`nes dont les lignes de niveaux
varient en fonction des conditions d’e´clairement. La figure 1.1 pre´sente un exemple de surface dont
les lignes de niveau ne sont pas invariantes vis-a`-vis des changements d’illumination. Un tel exemple
montre que les me´thodes cite´es plus haut ne sont pas comple`tement justifie´es.
Dans cette partie, nous trouvons des conditions ne´cessaires et suffisantes sur la ge´ome´trie de la
sce`ne pour que les lignes de niveau soient invariantes aux variations de la direction d’incidence de la
lumie`re. Dans un premier temps, nous montrons qu’elles sont invariantes si et seulement si la sce`ne
est de´veloppable et que son albe´do varie selon certaines directions. Ces surfaces pre´sentent un inte´reˆt
limite´, car elles mode´lisent peu de sce`nes re´elles. Ceci nous me`ne a` l’e´tude de l’invariance pour des
surfaces de´veloppables par morceaux. Nous montrons que les images de ces objets ont des lignes de
niveau “presque” invariantes.
1.1.4 L’algorithme et ses concurrents
La plupart des constructions humaines peuvent eˆtre conside´re´es comme de´veloppables par mor-
ceaux. Les re´sultats the´oriques de´montre´s dans cette partie indiquent qu’on peut tirer parti des lignes
de niveau pour re´aliser un algorithme adapte´ a` la de´tection de changements sur des couples d’images
recale´es. Cet algorithme est particulie`rement adapte´ pour la de´tection de changements sur des images
de chantiers 3 ou des images urbaines en te´le´de´tection. Nous de´finissons donc une fonction Ψ qui tire
parti des lignes de niveaux des images. Cette approche donne lieu a` un algorithme simple et invariant
aux conditions d’illumination qui fournit de bons re´sultats.
D’autres auteurs ont tente´ d’e´laborer des algorithmes de de´tection de changements robustes aux
variations d’illumination. Les revues sur la de´tection de changements [Lu et al., 2004; Radke et al.,
2005] en donnent quelques exemples. Les premie`res tentatives furent des e´galisations line´aires de
contraste [Wiemker, 1997]. Quelquefois, ces e´galisations peuvent eˆtre locales (normalisation de la
variance et de la moyenne sur des feneˆtres) [Lillestrand, 1972]. L’utilisation du ratio entre les deux
images [Toth et al., 2000; Watanabe et al., 1998] est parfois pre´conise´. Plus re´cemment des auteurs ont
sugge´re´ un re´haussement global de contraste [Theiler et Perkins, 2007]. On verra que ces approches
ne permettent pas de corriger correctement toutes les variations d’illumination. Des tests utilisant ces
techniques me`nent a` un grand nombre de fausses alarmes. Certains travaux sont plus proches de notre
approche. Dans [Watanabe et al., 1998], les auteurs supposent que les toits sont plats et que leur
re´flectance est lambertienne. Sous ces hypothe`ses, ils montrent que le ratio entre les deux images peut
eˆtre utilise´ afin de de´tecter les ombres et les changements quelle que soit la direction d’illumination.
Leurs hypothe`ses sur la sce`ne sont cependant tre`s restrictives. Dans [Monasse et Guichard, 2000;
Ballester et al., 2000], les auteurs proposent un algorithme de de´tection de changements qui s’appuie
largement sur les lignes de niveau. On verra que la de´finition des lignes de niveau qu’ils proposent
ne les rend pas invariantes aux changements d’illumination, meˆme pour des sce`nes tre`s simples. A
2Il nous semble que la de´finition d’un changement de contraste local [Caselles et al., 1999a] est un peu artificielle. On
peut voir les changements de contraste locaux comme la classe de transformations la plus large qui assure l’invariance des
cartes topographiques.
3C’est un proble`me re´el pour l’e´valuation de l’avancement des travaux.
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Fig. 1.1 – Haut : images d’un doˆme en 3 dimensions illumine´ d’apre`s le mode`le de Phong en utilisant
deux directions d’incidence diffe´rentes. Bas : quelques lignes de niveau associe´es aux illuminations
respectives.
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la fin de cette partie, on compare ces diffe´rentes approches sur des images de synthe`se et des images
Quickbird haute re´solution. Ces expe´riences donnent un avantage net a` notre me´thode.
1.2 Plan de la partie et contributions
Cette partie est divise´e en 5 chapitres courts :
– Dans le deuxie`me chapitre, on introduit les notations et on pre´sente brie`vement le mode`le de
formation d’images (le mode`le de Phong). On de´finit pre´cise´ment la notion de “sce`ne” et de
“conditions de prise de vue”.
– Le troisie`me chapitre contient une e´tude the´orique de quelques proprie´te´s des lignes de niveau.
Nous commenc¸ons par les de´finir. Cette de´finition est diffe´rente de celle propose´e dans [Caselles
et al., 1999a]. Nous montrons ensuite plusieurs re´sultats annexes qui serviront essentiellement
a` montrer les re´sultats du chapitre 4.
– Le quatrie`me chapitre contient les re´sultats the´oriques les plus importants de cette partie. On
caracte´rise les sce`nes qui fournissent des lignes de niveau invariantes aux changements d’illu-
mination.
– Dans le quatrie`me chapitre, on pre´sente un algorithme simple de de´tection de changements
reposant sur les lignes de niveau. On compare ensuite ses performances sur des images de
synthe`se et sur des images satellitaires Quickbird.
Nous pensons que cette e´tude contient plusieurs contributions originales :
– La mode´lisation du proble`me de de´tection de changements qu’on a propose´ dans l’introduction
est originale. Nous espe´rons que ce formalisme pourra inspirer des travaux futurs.
– Nous e´valuons l’invariance des lignes de niveau sous un angle nouveau. Nous mode´lisons
comple`tement le principe de formation de l’image depuis les proprie´te´s de re´flectance des sur-
faces, les conditions d’illumination et les transforme´es en perspective. Cette vision des choses
nous me`ne a` rede´finir les lignes de niveau. Nous montrons que cette nouvelle de´finition fournit
de meilleurs re´sultats d’invariance en the´orie et en pratique.
– Nous caracte´risons pre´cise´ment l’espace des sce`nes qui donne lieu a` une invariance des lignes
de niveau. Nous pensons que ce re´sultat the´orique aide a` savoir rapidement si l’utilisation des
lignes de niveau est sense´e ou non pour le de´veloppement d’une application.
– D’un point de vue pratique, on propose un algorithme de de´tection de changements. On montre
qu’il a une efficacite´ plus grande que les approches ge´ne´ralement utilise´es. De plus, il fonc-
tionne en temps re´el. Nous pensons que cet algorithme peut servir en l’e´tat comme une brique
e´le´mentaire d’un syste`me de de´tection de changement plus evolue´. Il peut aussi servir a` assister
un ope´rateur pour faire une de´tection de changements manuelle (nous avons pu l’expe´rimenter
pendant cette the`se).
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Chapitre 2
La formation des images : perspective et
mode`le de Phong
Dans ce chapitre, nous pre´sentons brie`vement le mode`le de formation d’images que nous conside´rons
dans cette partie. Nous de´finissons pre´cise´ment ce qu’est une sce`ne et ce que signifie conditions de
prises de vue.
2.1 Notations
Nous commenc¸ons par pre´senter plusieurs notations propres a` cette partie. SoitΩ un sous-ensemble
connexe de R2. Soit u : Ω → R une fonction C2. ∇u = [u1, u2] repre´sente le gradient de u, ∇2u =[
u11 u12
u12 u22
]
repre´sente sa Hessienne. Soit p : R2 → R2, J(p) repre´sente la jacobienne de p. Soient x
et y des e´le´ments de Rn. x ∥ y signifie que x et y sont coline´aires (0 est coline´aire a` tout e´le´ment de Rn).
Soitω ⊂ Ω. On note ω la fermeture de ω (vis-a`-vis de la topologie induite par la me´trique euclidienne).
L’inte´rieur de ω (de´fini comme le plus grand ouvert inclus dans ω) sera de´signe´ indiffe´remment par ω˚
ou int(ω). µRn est la mesure de Lebesgue dans Rn. Mm,n correspond a` l’espace des matrices a` m lignes
et n colonnes.
2.2 Perspective, sce`ne et lumie`re
Les notations qui suivent sont illustre´es sur la figure 2.1 :
– Ω repre´sente le plan image. C’est un ouvert connexe de R2.
– Ω repre´sente le plan objet.
– s : Ω→ R de´signe l’e´le´vation de la sce`ne.
– N(x) repre´sente la normale a` la surface de la sce`ne au point (x, s(x)).
– P : (x, z) 7→ x est une projection 3D sur Ω. Cette projection peut eˆtre par exemple une pro-
jection en perspective ou une projection homographique. On verra que les re´sultats e´nonce´s ne
de´pendent pas de cette projection.
– p est l’application de´finie par :
p : Ω → Ω
x 7→ P(x, s(x)) (2.1)
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On suppose que p est un diffe´omorphisme C1. Un diffe´omorphisme e´tant bijectif, cela implique
que la came´ra peut voir tous les points de la surface.
Tout au long de cette partie, on prend comme convention de noter en gras les symboles relatifs
au plan objet et en police re´gulie`re les symboles relatifs au plan image. Par exemple, Ω = p−1(Ω)
repre´sente le plan objet. De meˆme si x ∈ Ω, on de´finit implicitement x = p−1(x) qui est un point de Ω.
Finalement, l est un vecteur de R3∗. l|l| repre´sente la direction d’incidence de la lumie`re et |l|
repre´sente son intensite´.
Fig. 2.1 – Notations
2.3 Hypothe`ses sur la surface et le mode`le d’illumination
Pour mode´liser les interactions entre les surfaces et la lumie`re, on utilise le mode`le empirique de
Phong [Phong, 1975]. Dans ce mode`le, l’image d’une surface est restitue´e a` partir de 3 composantes
illustre´es sur la figure 2.2 :
– La composante ambiante. Elle mode´lise la lumie`re qu’une surface va re´e´mettre lorsqu’elle est
illumine´e par une lumie`re ambiante (e´clairage uniforme dans toutes les directions en tout point
de la sce`ne).
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– La composante diffuse. Elle correspond a` une lumie`re qui serait re´e´mise uniforme´ment dans
toutes les directions de l’espace. Elle ne de´pend donc pas de la position de l’observateur.
– La composante spe´culaire. C’est une composante qui mode´lise l’effet “miroir” d’une surface.
Elle de´pend de la position de l’observateur et de la direction d’incidence de la lumie`re.
Fig. 2.2 – Les 3 composantes du mode`le de Phong. Source : Wikipedia.en
Dans notre travail, on fait les hypothe`ses suivantes sur la surface et la lumie`re :
Hypothe`se 2.1. On conside`re que la lumie`re est compose´e de lumie`re ambiante d’amplitude γ (com-
posante pre´sente uniforme´ment dans toute la sce`ne) et de lumie`re directionnelle (tous les rayons de
lumie`re incidente sont paralle`les et d’intensite´ e´gale).
Hypothe`se 2.2. On suppose que la surface des objets est lambertienne avec un albe´do variable α :
Ω→ R+∗ [Horn et Brooks, 1989].
L’albe´do peut eˆtre vu comme la couleur d’un objet. Un objet noir a un albe´do nul (aucune lumie`re
n’est re´fle´chie), tandis qu’un objet blanc a un albe´do grand. Une surface lambertienne est une surface
qui n’a pas de composante spe´culaire. Les images des objets que l’on conside`re sont donc la somme
de la composante ambiante et de la composante diffuse uniquement.
Hypothe`se 2.3. Afin d’e´viter la pre´sence d’ombres, on suppose que l’angle entre l et N est strictement
infe´rieur a` π/2 sur un ensemble de directions L ⊂ R3 de mesure de Lebesgue non nulle. L’ensemble
des illuminations possibles [l, α] est note´ L = L × R+.
Avec ces hypothe`ses, une sce`ne S est de´crite comple`tement par le couple (e´le´vation,albe´do). On
notera donc S = (s, α). Les conditions d’illumination sont comple`tement de´crites par le vecteur L =
[l, γ] ∈ L (lumie`re directionnelle l dans R3 et lumie`re ambiante γ dans R). Sous les hypothe`ses
pre´ce´dentes, l’image u de la sce`ne S sous les conditions d’illumination L peut s’e´crire comme suit
[Phong, 1975] :
uS ,L(x) = (〈l,N(x)〉 + γ) · α(x) (2.2)
ou` 〈·, ·〉 repre´sente le produit scalaire canonique de R4. Notons que les re´sultats que l’on va donner
sont e´galement valables pour le mode`le de formation d’image suivant :
uS ,L(x) = ϕ ((〈l,N(x)〉 + γ) · α(x)) (2.3)
ou` ϕ : R→ R est une fonction strictement monotone qui mode´lise un changement global de contraste.
Pour simplifier les notations, on utilise uniquement le mode`le de´crit dans l’e´quation 2.2.
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Chapitre 3
Invariance des lignes de niveau aux
changements d’illumination
Dans ce chapitre, nous pre´sentons les re´sultats the´oriques principaux de cette partie : on caracte´rise
ge´ome´triquement les sce`nes qui donnent lieu a` des lignes de niveau invariantes aux changements
d’illumination. Ces re´sultats the´oriques seront applique´s dans le chapitre suivant au proble`me pratique
de la de´tection de changements. Ce chapitre est divise´ en quatre sections :
– Premie`rement, nous de´finissons les lignes de niveau et montrons quelques-unes de leurs pro-
prie´te´s.
– Nous rappelons ensuite quelques e´le´ments de ge´ome´trie diffe´rentielle indispensables a` la compre´hension
des re´sultats d’invariance.
– Nous analysons l’invariance des lignes de niveau, lorsque la sce`ne et l’albe´do sont re´guliers.
– Nous analysons ensuite cette invariance lorsque la sce`ne et l’albe´do pre´sentent des disconti-
nuite´s.
3.1 De´finition et proprie´te´s des lignes de niveau
Dans cette section, nous de´finissons les lignes de niveaux et donnons plusieurs de leurs proprie´te´s
mathe´matiques. Un lecteur interesse´ uniquement par les re´sultats applicatifs de cette the`se peut se
contenter de lire le paragraphe 3.1.1. Le paragraphe 3.1.2 contient plusieurs re´sultats qui servent es-
sentiellement a` montrer le the´ore`me 3.26 sur l’invariance des lignes de niveau.
3.1.1 De´finition
Soit u : Ω→ R une fonction. On suppose que u est de´finie dans tout Ω. Les lignes de niveau sont
de´finies de la fac¸on suivante :
De´finition 3.15 (Lignes de niveau). Les lignes de niveau de u sont les composantes connexes [Janisch,
1984] des ensembles {x ∈ Ω, u(x) = α}
Cette de´finition est ge´ne´ralement utilise´e pour des fonctions C1 dont le gradient ne s’annule pas.
Dans ce cas, on peut montrer que les lignes de niveau sont des courbes de Jordan ferme´es, ou des
courbes dont les extre´mite´s appartiennent a` la frontie`re de Ω. Pour la classe ge´ne´rale de fonctions que
l’on conside`re, les lignes de niveau peuvent eˆtre n’importe quel objet connexe du plan tel que des
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courbes, des morceaux de plans, des points, des fractals. . . Notons que meˆme des fonctions infiniment
re´gulie`res ne donnent pas lieu a` des lignes de niveau “simples” comme le montre le the´ore`me suivant
[Agr, 2002], p.97 :
The´ore`me 3.24. Tout ferme´ de Rn s’exprime comme le ze´ro d’une fonction C∞.
Le terme “ligne” est donc un abus de langage. Les auteurs de [Caselles et al., 1999a; Guichard et
Morel, 2001] donnent une autre de´finition des lignes de niveau :
De´finition 3.16 (lignes de niveau [Caselles et al., 1999a; Guichard et Morel, 2001]). Soit u une fonc-
tion semi-continue supe´rieurement. Les lignes de niveau de u sont de´finies comme les frontie`res des
composantes connexes des ensembles de niveaux {x ∈ Ω, u(x) ≤ λ}.
Les lignes de niveau ainsi de´finies sont des courbes ; Cependant, nous verrons plus loin que cette
de´finition ne garantit pas l’invariance aux changements d’illumination, meˆme pour des sce`nes tre`s
simples.
3.1.2 Quelques re´sultats mathe´matiques
Dans ce paragraphe, nous caracte´risons les couples d’images qui ont les meˆmes lignes de niveau.
Les lemmes pre´sente´s dans ce paragraphe serviront plus tard pour caracte´riser les sce`nes donnant lieu
a` des lignes de niveau invariantes par changements d’illumination. Un lecteur inte´resse´ essentiellement
par les re´sultats applicatifs peut passer outre ces quelques re´sultats.
Les lemmes 3.9 et 3.10 servent a` montrer le lemme 3.12 qui sera important par la suite.
Lemme 3.9. Soit C : Ω→ R4∗ une application (nous ne faisons aucune hypothe`se de re´gularite´).
Soit L ∈ L . On note L⊥ l’hyperplan orthogonal a` L.
Soit ωL = int({x ∈ Ω,C(x) ∈ L⊥}).
Pour presque tout L ∈ L ⊂ R4, ωL = ∅.
De´monstration. On note Y = {L ∈ L , ωL , ∅}. Soit ΩQ = {Q2 ∩ Ω}. ΩQ ⊂ Q2, ΩQ est alors un
ensemble de´nombrable.
Soit ai ∈ ΩQ et Yi = {L ∈ L , ai ∈ ωL}. Yi est un sous-ensemble inclus dans un sous-espace vec-
toriel strict de R4. Dans le cas contraire, il existerait 4 e´le´ments de Yi, L1, L2, L3, L4 formant une base
de R4. ´Etant donne´ que C(ai) ⊥ L j ∀ j ∈ {1, 2, 3, 4}, cela impliquerait C(ai) = 0, ce qui contredirait
C(ai) ∈ R4∗.
La remarque pre´ce´dente implique que µR4(Yi) = 0 et donc µR4(
⋃
ai∈ΩQ Yi) = 0. De plus
⋃
ai∈ΩQ Yi =
Y (car chaque ouvert non-vide ωL contient un e´le´ment de Q2). Par conse´quent, µR4(Y) = 0. 
Lemme 3.10. Soit ω ⊂ Ω un ouvert. Soient u1 et u2 deux fonctions C1(Ω) telles que : ∀x ∈ ω, ∇u1(x) ∥
∇u2(x), ∇u1(x) , 0 et ∇u2(x) , 0. Alors u1 et u2 ont les meˆmes lignes de niveau sur ω.
De´monstration. ∇u1 et ∇u2 e´tant non-nulles sur ω, le the´ore`me des fonctions implicites implique
que les lignes de niveau de u1 et u2 sont des courbes C1. De plus, ces courbes peuvent eˆtre de´finies
uniquement graˆce a` leurs normales respectives : ∇u1|∇u1 | et
∇u2
|∇u2 | qui sont e´gales. 
Lemme 3.11. Soient u1 et u2 deux fonctions C1(Ω). S’il existe un point x ∈ Ω tel que ∇u1(x) n’est pas
coline´aire a` ∇u2(x), alors u1 et u2 n’ont pas les meˆmes lignes de niveau sur Ω.
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De´monstration. Comme ∇u1(x) et ∇u2(x) ne sont pas coline´aires, ils sont non nuls tous les deux.
Comme u1 et u2 sont C1, il existe un ouvert ω′ sur lequel ∇u1 , 0 et ∇u2 , 0. Comme la fonction
x
|x| est continue sur R
2 − {(0, 0)}, il existe un ouvert ω ⊂ ω′ sur lequel ∇u1|∇u1 | n’est pas coline´aire a`
∇u2
|∇u2 | . On peut appliquer le the´ore`me des fonction implicites sur cet ouvert et on se rend compte que
l’e´quation de la ligne de niveau de u1 passant par x et celle de u2 sont diffe´rentes sur ω, ce qui conclut
la preuve. 
Nous voila` preˆt a` montrer le re´sultat le plus important (et difficile) du chapitre :
Lemme 3.12. Soient u1 et u2 deux fonctions C1(Ω) telles que ∀x ∈ Ω, ∇u1(x) ∥ ∇u2(x). Les proposi-
tions suivantes sont e´quivalentes :
– Prop. 1 : u1 et u2 n’ont pas les meˆmes lignes de niveau ;
– Prop. 2 : Il existe un ouvert non-vide ω ⊂ Ω tel que :
∀x ∈ ω,
∇u1(x) = 0∇u2(x) , 0 (3.1)
ou ∀x ∈ ω,
∇u1(x) , 0∇u2(x) = 0 . (3.2)
De´monstration. La de´monstration Prop. 2 ⇒ Prop. 1 est simple :
Etant donne´ que ∇u1 = 0 sur ω, u1 est constante sur ω et est donc incluse dans une ligne de niveau
de u1, alors que ∇u2 , 0 implique que ∃(x, y) ∈ ω2 tels que u2(x) , u2(y). En conse´quence, ω n’est
pas inclus dans une ligne de niveau de u2.
On montre maintenant Prop. 1 ⇒ Prop. 2 par l’absurde.
On suppose qu’il existe deux fonctions C1(Ω), u1 et u2 telles que :
(H1) ∀x ∈ Ω, ∇u1(x) ∥ ∇u2(x)
(H2) il n’existe pas d’ensemble ouvert ω tel que :
∀x ∈ ω,
∇u1(x) = 0∇u2(x) , 0 (3.3)
ou ∀x ∈ ω,
∇u1(x) , 0∇u2(x) = 0 (3.4)
(H3) Les lignes de niveau de u1 sont diffe´rentes des lignes de niveau de u2
Soient :
Ω1,0 = {x ∈ Ω,∇u1(x) = 0}
Ω2,0 = {x ∈ Ω,∇u2(x) = 0}
1. Dans un premier temps, on remarque que ˚Ω1,0 = ˚Ω2,0.
En effet, supposons :  ˚Ω1,0 ⊂ Ω2,0˚Ω2,0 ⊂ Ω1,0 (3.5)
˚Ω1,0 e´tant un ouvert, on a ˚Ω1,0 ⊂ ˚Ω2,0. En appliquant le meˆme raisonnement, on obtient ˚Ω2,0 ⊂
˚Ω1,0, et finalement ˚Ω1,0 = ˚Ω2,0.
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Supposons maintenant que le syste`me d’e´quations 3.5 est faux :
˚Ω1,0 1 Ω2,0 or ˚Ω2,0 1 Ω1,0 (3.6)
En conse´quence, quitte a` inverser les indices, il existe x ∈ ˚Ω1,0 \ Ω2,0 tel que ∇u1(x) = 0 et
∇u2(x) , 0. Par conse´quent, d’apre`s la continuite´ de ∇u2 il existe un ouvert ωx ⊆ ˚Ω1,0 contenant
x tel que ∇u2 , 0 sur ωx. Par ailleurs ωx ⊆ ˚Ω01 implique que ∇u1(x) = 0 sur ωx. Ce qui contredit
(H2).
2. On note ˜Ω+ = Ω \ ˚Ω1,0. Sur ˜Ω+, les lignes de niveau u1 sont diffe´rentes de celles de u2.
Encore une fois, on utilise une de´monstration par l’absurde. On suppose que les lignes de niveau
de u1 sont les meˆmes que les lignes de niveau de u2 sur ˜Ω+. D’apre`s le paragraphe pre´ce´dent,
∇u1 et ∇u2 sont nuls sur ˚Ω1,0 = ˚Ω2,0. Par continuite´, ceci est e´galement valable sur ˚Ω1,0. Par
conse´quent u1 et u2 sont toutes deux constantes sur chaque composante connexe Ui de ˚Ω1,0.
Chaque Ui est une ligne de niveau u1 et u2 sur ˚Ω1,0. Conside´rons maintenant une ligne de
niveau A de u1 dans ˜Ω+. On peut conside´rer deux cas :
– Soit ∀i, Ui∩A = ∅. Dans ce cas, A est clairement une ligne de niveau de u1 dans Ω. Le meˆme
raisonnement pouvant eˆtre applique´ a` u2, A est e´galement une ligne de niveau de u2 dans Ω.
– Soit ∃i, Ui ∩ A , ∅. A et Ui e´tant tous deux des ensembles connexes, A∪Ui est un ensemble
connexe. u1 e´tant continue, il vient que u1 est constante sur A∪Ui. De meˆme, u2 est constante
sur A ∪ Ui.
Les lignes de niveau de u1 et u2 sont donc les meˆmes sur Ω ce qui est contradictoire avec nos
hypothe`ses.
3. Soit ω1 ⊂ Ω un ouvert tel que ∇u1 = 0 sur ω1. Ne´cessairement, ω1 ⊂ ˚Ω1 et donc ω1 ∩ ˜Ω+ = ∅.
Il n’existe donc pas d’ouvert de ˜Ω+ sur lequel ∇u1 = 0. Ce re´sultat est e´galement valable avec
u2. Soit Ω+1 = {x,∇u1(x) , 0} et Ω+2 = {x,∇u2(x) , 0}. Ω+1 et Ω+2 sont des ouverts denses dans
˜Ω+. D’apre`s le the´ore`me de Baire, il vient que Ω+1 ∩ Ω+2 est un ouvert dense dans ˜Ω+.
4. D’apre`s le Lemme 3.10, on sait que les lignes de niveau de u1 et u2 sont identiques sur Ω+1 ∩Ω+2 .
La continuite´ de u1 et u2 assure qu’elles sont e´galement identiques sur Ω+1 ∩ Ω+2 = ˜Ω+. Ce
re´sultat est en contradiction avec la conclusion du 2).

3.2 Rappels de ge´ome´trie diffe´rentielle
Nous commenc¸ons par rappeler brie`vement deux de´finitions importantes en ge´ome´trie diffe´rentielle :
De´finition 3.17 (Courbure gaussienne). La courbure gaussienne d’une surface de R3 est de´finie
comme le produit de ses deux courbures principales. Avec nos notations, la courbure gaussienne de s
est de´finie comme det(∇2s).
De´finition 3.18 (Surface de´veloppable). On appelle surface de´veloppable une surface C2 dont la
courbure gaussienne est nulle partout [Spivak, 1999].
Les exemples classiques de surfaces de´veloppables sont les plans, les cylindres et les coˆnes. Une
surface de´veloppable posse`de les proprie´te´s suivantes [Spivak, 1999] :
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– Chaque point de la surface appartient a` une ligne (la ge´ne´ratrice) entie`rement contenue dans la
surface.
– Le plan tangent a` la surface est le meˆme en chaque point de la ge´ne´ratrice.
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Dans ce qui suit, nous caracte´risons les sce`nes qui pre´sentent des lignes de niveau invariantes a`
l’illumination lorsque s est C2 et α est C1. On peut montrer que sous ces hypothe`ses de re´gularite´, uS ,L
est C1 pour tout L ∈ L . Ceci va nous permettre de calculer explicitement le gradient spatial de uS ,L.
L’espace de sce`nes dans ce paragraphe est de´fini comme suit :
De´finition 3.19. Θ est l’ensemble des sce`nes S = (s, α) telles que s est C2 de´veloppable, α est C1
et varie uniquement dans la direction orthogonale aux ge´ne´ratrices de s. Aux points ou` s est plane
(det(∇2 s) = 0), α peut varier dans n’importe quelle direction.
Nous allons montrer l’invariance des lignes de niveau sur cet ensemble e´tape par e´tape. Pour
commencer, on se concentre sur une proprie´te´ locale des images : la direction du gradient. Plusieurs
algorithmes invariants aux changements de contraste reposent sur cette caracte´ristique. Par exemple,
les auteurs de [Lisani et Morel, 2003] l’utilisent en de´tection de changements, les auteurs de [Cao
et Bouthemy, 2006; Chen et al., 2000; Chen et al., 2008] l’utilisent pour calculer des mesures de
dissimilarite´ entre deux images et les auteurs de [Droske et Rumpf, 2004] l’utilisent pour effectuer
des recalages non rigides d’images. Le the´ore`me suivant caracte´rise les sce`nes pour lesquelles ces
approches sont comple`tement justifie´es mathe´matiquement :
The´ore`me 3.25. Soient s ∈ C2(Ω) et α ∈ C1(Ω). Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
– Prop. 1 : ∀(L1, L2) ∈ L ×L , ∀x ∈ Ω, ∇uS ,L1(x) ∥ ∇uS ,L2(x)
– Prop. 2 : S ∈ Θ
Ce the´ore`me montre que la direction du gradient, dans le cas re´gulier, est une caracte´ristique
invariante aux changements d’illumination si et seulement si la sce`ne appartient a` Θ. Lorsque nous
re´digions ces re´sultats, nous avons de´couvert que des re´sultats analogues ont e´te´ obtenus dans [Chen et
al., 2000; Chen et al., 2008]. Les auteurs montrent que la direction du gradient est presque invariante
aux changements d’illumination dans le sens ou` sa distribution par rapport a` l’orientation de la lumie`re
est concentre´e le long d’un vecteur pour la plupart de sce`nes.
De´monstration. On exprime d’abord le gradient de u en fonction de s, α et (l, γ). Des conside´rations
simples en ge´ome´trie donnent N(x) = Ψ(∇s(x)) = (−s1(x),−s2(x),1)√
s21(x)+s22(x)+1
, ou` s1 et s2 sont les de´rive´es partielles
de s suivant les deux axes du plan objet. Soit x = p−1(x). En utilisant la re`gle de de´rivation des
fonctions compose´es et l’e´quation 2.2, on obtient :
∇uS ,L(x) =
 l︸︷︷︸∈M1,3 ·
Ψ′(∇s(x))︸     ︷︷     ︸
∈M3,2
· ∇2s(x)︸ ︷︷ ︸
∈M2,2
α(x)︸︷︷︸
∈R
+Ψ(∇s(x))︸    ︷︷    ︸
∈M3,1
· ∇α(x)︸︷︷︸
∈M1,2
 + γ∇α(x)︸  ︷︷  ︸
∈M1,2
 · J(p−1)(x)︸     ︷︷     ︸
∈M2,2
Cette e´quation peut eˆtre re´e´crite comme suit :
∇uS ,L(x) = (l · A(x) + γ∇α(x)) · J(p−1)(x) (3.7)
124 Invariance des lignes de niveau aux changements d’illumination
avec :
A(x) =
(
[M1, M2] ·
[
s11 s12
s12 s22
]
+ N · [α1, α2]
)
(x) (3.8)
M1(x) et M2(x) ∈ M3,1 sont les deux colonnes de Ψ′(∇s(x))α(x) et N(x) = Ψ(∇s(x)).
Ces re´sultats pre´liminaires e´tant donne´s nous pouvons maintenant de´montrer Prop. 1 ⇒ Prop. 2.
Soit S une sce`ne telle que :
∀(L1, L2) ∈ L ×L , ∀x ∈ Ω, ∇uS ,L1 (x) ∥ ∇uS ,L2(x) (3.9)
Soit D : Ω → S2 la direction d’invariance de ∇uS ,L. Aux points x ou` ∀L ∈ L , ∇uS ,L(x) = 0, D
peut correspondre a` n’importe quel vecteur de R2.
Comme l’e´quation (3.9) est vraie pour tout ([l1, γ1], [l2, γ2]) ∈ L ×L , elle est vraie en particulier
pour γ1 = γ2 = 0. En conse´quence, on ne´glige le terme γ∇α dans l’e´quation (3.7). La relation (3.9)
peut alors s’e´crire :
∀l ∈ L, ∀x ∈ Ω, l · A(x) · J(p−1)(x) ∥ D(x) (3.10)
p e´tant un diffe´omorphisme, J(p−1)(x) est une matrice 2 × 2 inversible. La proprie´te´ (3.10) ne
de´pend donc pas de J(p−1) et est vraie seulement si la matrice A(x) posse`de deux lignes coline´aires.
Ceci peut eˆtre re´e´crit de la fac¸on suivante :{ (s11M1 + s12M2 + α1N)(x) = a(x)C(x)
(s12M1 + s22M2 + α2N)(x) = b(x)C(x) (3.11)
ou` (a, b) : Ω → R2 et C : Ω → M3,1 sont des fonctions C0. Un calcul e´le´mentaire (mais fastidieux)
me`ne a` det([M1, M2,N](x)) > 0, de telle fac¸on que les vecteurs M1(x), M2(x),N(x) forment une base
de R3. Par conse´quent, Le syste`me d’e´quations (3.11) implique :

s11
s12
α1
 (x) ∥

s12
s22
α2
 (x) (3.12)
de sorte que : (
s11
s12
)
(x) ∥
(
s12
s22
)
(x) ∥
(
α1
α2
)
(x) (3.13)
Finalement, l’e´quation (3.13) conduit a` ∀x ∈ Ω, det(∇2s(x)) = 0 ce qui implique que s est
de´veloppable. On peut ve´rifier facilement que le vecteur propre de ∇2s(x) est
(
s12
s22
)
(x). Ce vecteur
propre pointe dans la direction orthogonale a` la ge´ne´ratrice de s passant par le point x. L’e´quation 3.13
indique donc que α(x) varie dans la direction orthogonale a` cette ge´ne´ratrice. Pour les points tels que
∇2s(x) = 0, α peut varier dans n’importe quelle direction.
Montrons maintenant Prop. 2⇒ Prop. 1. Soit S = (s, α) ∈ Θ. En conse´quence, ∀x ∈ Ω, det(∇2s(x)) =
0. Il existe donc (c1, c2, a, b) : Ω→ R4 tels que :[
s11 s12
s12 s22
]
=
[
c1a c2a
c1b c2b
]
(3.14)
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avec c1b = c2a. De plus, comme le gradient varie orthogonalement aux ge´ne´ratrices, il existe c3 tel
que :
[α1, α2] = c3[a, b] (3.15)
En utilisant les e´quations (3.14) et (3.15), on peut e´crire la matrice A (voir e´quation (3.8)) sous la
forme :
A = [aC, bC] (3.16)
avec C = M1c1 + M2c2 + Nc3. On peut ensuite simplifier l’e´quation (3.7) sous la forme :
∇uS ,L(x) = ((〈l,C〉 + γc3)[a, b]) (x) · J(p−1)(x) (3.17)
ce qui nous ame`ne a` ∇uS ,L(x) ∥ [a, b](x) · J(p−1)(x) pour tout L ∈ L .

On se concentre maintenant sur les re´sultats concernant l’invariance des lignes de niveau. Le
the´ore`me 3.25 permet de montrer aise´ment la proposition suivante :
Corollaire 3.1. Les lignes de niveau sont invariantes aux changements d’illumination seulement si la
sce`ne appartient a` Θ.
De´monstration. Il s’agit d’une conse´quence directe du the´ore`me 3.25 et du lemme 3.11. 
Naturellement, nous aimerions maintenant montrer la re´ciproque du corollaire 3.1. He´las, elle est
fausse. Toutes les sce`nes appartenant a` Θ n’ont pas des lignes de niveau invariantes aux changements
d’illumination. Par exemple, la figure 3.1 montre un coˆne avec un albe´do constant. Si la lumie`re
incidente est dirige´e exactement dans la direction de l’axe du coˆne (gauche), la radiome´trie du coˆne
est uniforme et son image est en conse´quence compose´e d’une seule ligne de niveau. Dans tous les
autres cas, (image de droite), les lignes de niveau correspondent aux ge´ne´ratrices du coˆne.
Nous pouvons e´noncer un re´sultat plus faible, qui comple`te le corollaire 3.1. La preuve de ce
the´ore`me fait intervenir les lemmes du chapitre pre´ce´dent :
The´ore`me 3.26. Soit S ∈ Θ. Pour presque toutes les paires de conditions d’illumination (L1, L2) ∈
L ×L (par rapport a` la mesure de Lebesgue de R4×R4) les lignes de niveau de uS ,L1 sont les meˆmes
que celles de uS ,L2
De´monstration. On suppose S ∈ Θ. Ceci implique (cf. de´monstration du the´ore`me 3.25) que ∇uS ,L =
〈L,C〉·[a, b] avec C : Ω→ R4∗ et [a, b] : Ω→ R2, des fonctions C0(Ω). On a donc ∀(L1, L2) ∈ L ×L ,
∀x ∈ Ω, ∇uS ,L1 (x) ∥ ∇uS ,L2(x).
Soit Ω+ = {x ∈ Ω, [a, b](x) , 0}. Cet ensemble est un ouvert car a et b sont C0(Ω). Soit
ωL = int({x ∈ Ω+,∇uS ,L(x) = 0}) (3.18)
Cet ensemble est e´galement caracte´rise´ par :
ωL = int({x ∈ Ω+,C(x) ∈ L⊥}) (3.19)
D’apre`s le lemme 3.9, pour presque tout L1 ∈ L , ωL1 = ∅. En conse´quence, pour presque tout
L1 ∈ L , ∀ω ouvert de Ω+, ∃x ∈ ω tel que ∇uS ,L1(x) , 0. La continuite´ de ∇uS ,L1 implique l’existence
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Fig. 3.1 – Haut : images d’un coˆne sous deux lumie`res d’incidences diffe´rentes. Bas : quelques unes
de leurs lignes de niveau.
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d’un ouvert ωx ⊂ Ω+ contenant x et sur lequel ∇uS ,L1 , 0. De plus, pour presque tout L2 ∈ L ,
ωL2 = ∅, de sorte qu’il existe x′ ∈ ωx tel que ∇u2(x′) , 0.
Finalement, pour presque tout (L1, L2) ∈ L ×L , ∀ω ⊆ Ω+, ∃x′ ∈ ω tel que :∇u1(x
′) , 0
∇u2(x′) , 0
De plus, ∀x ∈ Ω \ Ω+, ∇u1(x) = ∇u2(x) = 0.
On remarque par ailleurs que la contrapose´e du lemme 3.12 est :
u1 et u2 ont les meˆmes lignes de niveau ⇔ (3.20)
∀ω ouvert de Ω+, ∃x ∈ ω, (3.21)
{ ∇u1(x) , 0
∇u2(x) , 0 or
{ ∇u1(x) = 0
∇u2(x) = 0 (3.22)
On en de´duit que pour presque tout (L1, L2) ∈ L × L , uS ,L1 et uS ,L2 ont les meˆmes lignes de
niveau. 
Ce the´ore`me et le corollaire 3.1 montrent qu’il existe “presque” une e´quivalence entre ces deux
propositions :
– La sce`ne a des lignes de niveau invariantes.
– La sce`ne appartient a` Θ.
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Dans la section pre´ce´dente, nous avons caracte´rise´ ge´ome´triquement toutes les sce`nes qui pro-
duisent des lignes de niveau invariantes. Ces sce`nes sont celles qui appartiennent a` Θ. Malheureuse-
ment, l’espace Θ contient trop peu de surfaces pour mode´liser des sce`nes re´alistes 1. On pourrait donc
conclure que les lignes de niveau ne sont pas un bon outil pour assurer l’invariance aux changements
d’illumination. En re´alite´ nous allons voir que les lignes de niveau sont quasi invariantes pour un es-
pace de sce`ne plus large que le pre´ce´dent. Nous nous inte´ressons dans cette section au cas ou` S est
une fonction C2 de´veloppable par morceaux et que son albe´do varie orthogonalement aux ge´ne´ratrices
sur chaque morceau. On commence par donner une de´finition pre´cise de cet espace :
De´finition 3.20. Ξ est l’espace des sce`nes S = (s, α) tel qu’il existe un ensemble fini {ωi}i∈I et une
sce`ne S = (s, α) qui satisfont :
– ∀i ∈ I, ωi ⊂ Ω est un ouvert connexe de mesure non-nulle.
– ∀(i, j), ωi ∩ ω j = ∅.
– ∪i∈Iωi = Ω.
– ∀i, S |ωi ∈ Θ (la restriction de S a` ωi appartient a` Θ).
1Une exception notable est celle des documents courbe´s. Une feuille de papier courbe´e est une surface de´veloppable.
On peut donc imaginer utiliser le the´ore`me 3.26 pour restaurer les images de documents courbe´s, et ce inde´pendamment
des conditions d’e´clairement. Cette ide´e a de´ja` e´te´ exploite´e par quelques auteurs dans le domaine du shape from shading
[Courteille et al., 2007; Tan et al., 2006; Wada et al., 1997]
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– Finalement, on suppose que S |ωi (de meˆme que N|ωi ) admet une limite a` la frontie`re de ωi. Ceci
permet de de´finir S = (s, α) partout. Par exemple, on peut la de´finir comme suit :
(s, α)(x) = (s, α)(x) si x ∈ ∪i∈Iωi
s(x) = lim
r→0
sup
y∈B(x,r)
s(y)
α(x) = lim
r→0
sup
y∈B(x,r)
α(y) sinon
Fig. 3.2 – Exemples de non-invariance des lignes de niveau dans le cas C2 par morceaux. Les e´le´ments
colore´s repre´sentent des lignes de niveau non singulie`res.
Les proprie´te´s d’invariance que l’on va donner sont plus faibles que pre´ce´demment. La figure 3.2
illustre avec deux exemples pourquoi on n’obtient pas une invariance comple`te. Sur la partie gauche, la
plupart des lignes de niveau du toit en forme de cylindre sont des segments du toit. Selon l’orientation
de la lumie`re, un ou plusieurs de ces segments fusionne avec le mur du baˆtiment. En conse´quence,
les lignes de niveau ne sont pas invariantes. La partie droite de la figure 3.2 montre l’image d’un
baˆtiment avec un toit a` deux versants plats. Si la direction de la lumie`re appartient au plan bisecteur
de ces deux versants, ces derniers auront la meˆme radiome´trie. Pour la plupart des illuminations, le
toit sera constitue´ de deux lignes de niveau (jaune et rouge), alors que pour un ensemble de mesure
nulle d’illuminations, il sera constitue´ d’une seule ligne de niveau. Dans ce qui suit, on exprime ces
remarques de manie`re formelle.
Soit ω un sous ensemble de Ω. On pose les notations suivantes :
– κ(x, L) est la ligne de niveau de uS ,L telle que x = p(x) ∈ κ(x, L) ;
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– κω(x, L) est la ligne de niveau de uS ,L|ω telle que x ∈ κω(x, L).
Proposition 3.5. Soit S un e´le´ment de Ξ. Soient ωi et ω j deux ouverts connexes adjacents. Deux lignes
de niveau adjacentes de uS ,L|ωi et uS ,L|ω j ne fusionnent pour presque aucun L.
De´monstration. Soit z ∈ κωi(xi, L) ∩ κω j(x j, L) et z = p−1(z).
On a :
∀x ∈ κωi (xi, L), u(xi) = u(x)
Et en particulier :
u(xi) = lim
x→z
x∈ωi
u(x)
u(xi) = lim
x→z
x∈ωi
((〈l,N〉 + γ)α) (x)
z ∈ κωi(xi, L) ∩ κωi(xi, L) donc, z ∈ ωi ∩ ω j. Comme p est un diffe´omorphisme, z ∈ ωi ∩ ω j et
lim
x→z
x∈ωi
x = z. En conse´quence, d’apre`s les hypothe`ses pre´ce´dentes, on a :
u(xi) = 〈l, lim
x→z
x∈ωi
(αN) (x)〉 + γ lim
x→z
x∈ωi
α(x) (3.23)
= 〈l, lim
x→z
x∈ωi
(αN) (x)〉 + γ lim
x→z
x∈ωi
α(x) (3.24)
(3.25)
De meˆme, on a :
u(x j) = 〈l, lim
x→z
x∈ω j
(αN) (x)〉 + γ lim
x→z
x∈ω j
α(x) (3.26)
D’ou` u(xi) = u(x j) si et seulement si :
〈l, lim
x→z
x∈ωi
(αN) (x) − lim
x→z
x∈ω j
(αN) (x)
︸                              ︷︷                              ︸
T1
〉 + γ
limx→z
x∈ωi
α(x) − lim
x→z
x∈ω j
α(x)
 = 0 (3.27)
On conside`re alors deux cas :
– si lim
x→y
x∈ωi
(N, α)(x) , lim
x→y
x∈ω j
(N, α)(x), alors l’e´quation (3.27) est ve´rifie´e si et seulement si L re´side
dans un hyperplan particulier de R4. Un tel espace est de mesure de Lebesgue nulle.
– si lim
x→y
x∈ωi
(N, α)(x) = lim
x→y
x∈ω j
(N, α)(x), alors on est ramene´s au cas C2, en conse´quence : uS ,L(xi) et
uS ,L(xi) forment une unique ligne de niveau qui est invariante pour presque toutes les conditions
d’illumination.

Ce re´sultat permet de montrer la quasi invariance des lignes de niveau sur une classe de sce`ne
particulie`rement inte´ressante :
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Corollaire 3.2. Soit S une sce`ne plane par morceaux ayant un albe´do constant sur chaque morceau.
Les lignes de niveau de uS ,L sont alors les meˆmes pour presque tout L (ce sont les images des mor-
ceaux).
De´monstration. C’est une conse´quence de la proposition 3.5. 
3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons analyse´ l’invariance des lignes de niveau aux changements d’illumi-
nation. Premie`rement, nous avons rede´fini les lignes de niveau pour qu’elles jouissent de proprie´te´s
d’invariance plus importantes. Nous avons montre´ que meˆme avec cette nouvelle de´finition, elles ne
sont pas invariantes pour toutes les sce`nes. Nous avons alors caracte´rise´ ge´ome´triquement les sce`nes
qui produisent des lignes de niveau invariantes. Cet espace de sce`nes ne mode´lise de fac¸on satisfai-
sante quasi aucun e´le´ment du monde re´el. Nous avons donc montre´ la quasi invariance des lignes de
niveau sur des surfaces de´veloppables par morceaux.
Ces surface mode´lisent assez bien la structure des villes ou plus ge´ne´ralement, des constructions
humaines. Dans le chapitre suivant, nous allons nous servir de cette remarque pour construire un
algorithme de de´tection de changements invariant aux conditions d’illuminations.
Chapitre 4
Application a` la de´tection de
changements
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On s’inte´resse dans ce chapitre au proble`me de de´tection de changements en mettant a` profit les
re´sultats pre´ce´dents. Le proble`me de la de´tection de changements est tre`s difficile. A notre connais-
sance, aucune me´thode ne permet aujourd’hui d’effectuer une de´tection fiable. D’apre`s des re´sultats
re´cents, ce proble`me est mal pose´ [Chen et al., 2000]. Sans une interpre´tation se´mantique, il est en effet
impossible de de´cider si deux images repre´sentent la meˆme sce`ne sous deux conditions d’illumination
diffe´rentes ou bien deux sce`nes diffe´rentes [Chen et al., 2000]. Les principales difficulte´s a` surmonter
pour de´finir un algorithme de de´tection efficace sont les changements d’illumination et les change-
ments de prise de vue. A ces difficulte´s s’ajoutent la quantite´ importante de de´tails haute-re´solution
qui rendent instables les algorithmes. Ce dernier point a pousse´ certains auteurs a` se concentrer uni-
quement sur les changements importants du paysage urbain [Lisani et Morel, 2003].
Cependant, les ope´rateurs humains sont capables d’effectuer une de´tection de changement ma-
nuelle (bien que de nombreuses situations soient ambigu¨es) au prix de longues heures d’effort. Pour
effectuer la de´tection, les humains ont souvent recours a` une interpre´tation de la sce`ne. Cette re-
marque indique qu’il faut introduire des hypothe`ses a priori sur la ge´ome´trie des sce`nes e´tudie´es.
Certains auteurs [Li et al., 2006; Lillestrand, 1972; Fournier et al., 2008] tentent de de´tecter des objets
dont les bords sont des lignes ou des polygones. Ceux-ci ont de grandes probabilite´s de correspondre
a` des baˆtiments. D’autres auteurs supposent que l’e´le´vation de la sce`ne est constante par morceaux
[Watanabe et al., 1998]. Dans ce chapitre, nous supposerons que les sce`nes appartiennent a` Ξ (voir
de´finition 3.20). Nous proposons un algorithme simple qui e´galise le constraste de deux images. Apre`s
ce pre´-traitement, une simple diffe´rence pixel a` pixel fournit des re´sultats encourageants, que ce soit
sur des images issues de sce`nes synthe´tiques OpenGL ou des images re´elles (Quickbird).
4.1 Justification des hypothe`ses
Pour que notre algorithme fonctionne bien, nous faisons de nombreuses hypothe`ses sur le paysage
urbain. Nous les de´taillons et justifions ci-dessous :
Hypothe`se 1 les surfaces ont une re´flectance lambertienne ;
Hypothe`se 2 la lumie`re a deux composantes : une composante ambiante et une composante direc-
tionnelle ;
Hypothe`se 3 La sce`ne appartient a` Ξ ;
Hypothe`se 4 Les deux images sont parfaitement recale´es ;
Hypothe`se 5 On ne´glige le proble`me des ombres projete´es.
– L’Hypothe`se 1 est assez naturelle dans le sens ou` la plupart des surfaces urbaines sont mates
(asphalte, be´ton). Cette hypothe`se n’est pas valable dans le cas de surfaces mouille´es ou de
vitres par exemple.
– L’Hypothe`se 2 est une approximation valable. On peut conside´rer qu’il n’y a qu’une seule
source ponctuelle de lumie`re a` l’infini (le soleil). La lumie`re ambiante est due a` la diffusion
de la lumie`re solaire dans l’atmosphe`re et a` ses reflexions sur les divers objets de la sce`ne.
– L’Hypothe`se 3 s’appuie sur la structure ge´ome´trique des sce`nes urbaines. Elle est plus dure
a` justifier puisqu’elle de´pend des normes locales d’architecture de chaque partie du monde.
Toutefois, de manie`re ge´ne´rale en architecture on remarque que les sce`nes sont de´veloppables
par morceaux. Les toits en forme de doˆme par exemple sont relativement rares. La figure 4.1
est issue de [Lafarge et al., 2008]. Dans cet article, les auteurs cherchent a` reconstruire des
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paysages urbains en 3 dimensions. Le dictionnaire utilise´ contient uniquement des baˆtiments
qui satisfont cette hypothe`se.
Fig. 4.1 – Dictionnaire de toits utilise´s dans [Lafarge et al., 2008] pour mode´liser des villes d’ar-
chitecture europe´enne. Elles sont toutes constitue´es de morceaux de surfaces de´veloppables. Images
fournies gracieusement par F. Lafarge.
– L’Hypothe`se 4 est une hypothe`se forte. En the´orie, il est possible de commander au satellite de
prendre une photographie a` deux instants diffe´rents du meˆme endroit avec le meˆme angle de
vue. Les images dont on dispose ne satisfont pas cette hypothe`se en ge´ne´ral. Pour re´soudre ce
proble`me, des techniques de recalage non rigide sont ne´cessaires. Des perspectives inte´ressantes
voient le jour dans des articles tels que [Droske et Rumpf, 2004; Kybic et Unser, 2003; Liu et
al., 2006]. Cependant, meˆme apre`s recalage, des erreurs de parallaxe peuvent persister (voir
figure 4.2). On verra plus tard que plusieurs fausses alarmes de´tecte´es par notre me´thode sont
explique´es par les erreurs de parallaxe.
– L’hypothe`se sur les ombres est bien entendu de´raisonnable. Nous aurons besoin d’un post trai-
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Fig. 4.2 – Illustration des erreurs de parallaxe : deux sce`nes identiques sont repre´sente´es avec des
ge´ome´tries diffe´rentes.
tement pour retirer les changements duˆs aux ombres. Il existe plusieurs techniques pour trouver
les ombres sur des images (voir par exemple [Watanabe et al., 1998]).
4.2 Notre algorithme de de´tection de changements
Sous les hypothe`ses e´voque´es pre´ce´demment, on a vu dans le chapitre pre´ce´dent que les lignes
de niveau devraient eˆtre “presque” invariantes aux changements d’illumination. Nous proposons une
me´thode d’e´galisation de contraste et une proce´dure de de´tection de changements qui tirent parti
de ce re´sultat. Reprenons le formalisme pre´sente´ dans l’introduction. Soient u1 et u2 deux images
parfaitement recale´es, prises sous des conditions d’illuminations diffe´rentes L1 et L2. Soit S 1 la sce`ne
3D ayant donne´ lieu a` u1. Avec ces notations on peut e´crire :u1 = uS 1 ,L1u2 = uS 1 ,L2 + c1,2 (4.1)
ou` c1,2 est l’image des changements de l’image u1 a` l’image u2. Dans cette e´quation, uS 1 ,L2 et c1,2
sont inconnus. Afin de les de´terminer, on introduit des a priori. On re´sout alors un proble`me du type
suivant :
c1,2 = arg inf
c∈X
(φ(c) + Ψ(u2 − c, u1)) (4.2)
ou` φ : X → R est un a priori sur l’image de changements et Ψ : X × X → R est une fonction qui
favorise les couples d’images pouvant eˆtre issues d’une meˆme sce`ne. Dans la plupart des applications,
les changements n’apparaissent que sur une petite surface de l’image. Dans ce travail pre´liminaire,
nous posons simplement φ(c) = |c|l1(X), car la norme l1 favorise les structures “parcimonieuses”.
Nous discutons maintenant le choix de la fonction Ψ. D’apre`s le the´ore`me 3.25, on sait que l’on
doit chercher c parmi les fonctions telles que ∇(u2 − c) ∥ ∇u1. Ceci me`ne naturellement a` conside´rer
des e´nergies Ψ du type suivant :
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Ψ(u, v) =
∫
Ω
ϕ(|∇u · ∇⊥v|)dΩ (4.3)
ou` ϕ est une fonction croissante telle que ϕ(0) = 0, u est l’inconnue et v est fixe´e. Si ϕ est convexe,
alorsΨ est convexe en u et le proble`me (4.2) peut eˆtre re´solu efficacement avec les me´thodes pre´sente´es
dans la premie`re partie. Nous avons teste´ plusieurs fonctions ϕ, mais les re´sultats ne sont pas convain-
cants. Les e´nergies base´es sur le gradient introduisent des interactions trop locales et ne donnent pas
de bons re´sultats. Nous nous sommes donc tourne´s vers l’utilisation des lignes de niveau. D’apre`s le
the´ore`me 3.26 et la proposition 3.5, il est naturel de conside´rer que uS 1,L2 appartient a` l’espace des
images qui ont les meˆmes lignes de niveau que u1. On appelle cet espace χu1 . On pose alors simple-
ment :
Ψ(u, u1) =
{
0 si u ∈ χu1
∞ sinon (4.4)
Finalement, pour de´terminer c1,2, le proble`me a` re´soudre est le suivant :
inf
u∈χu1
(
|u2 − u|l1(X)
)
(4.5)
et on pose c1,2 = u2 − u ou` u est la solution de l’e´quation (4.5). Ce proble`me peut eˆtre formule´ comme
suit :
« trouver l’image u la plus proche de u2 qui posse`de les meˆmes lignes de niveau que u1. »
Pour re´soudre le proble`me (4.5), il faut discre´tiser χu1 . On propose la strate´gie suivante :
1. On pose uQ = ⌊ u1∆ ⌋∆ (quantification uniforme).
2. Pour chaque niveau k∆ (k ∈ Z), on se´pare les composantes connexes Ωk, j de l’ensemble Ωk =
{x ∈ Rn, uQ(x) = k∆}. Dans les simulations, on utilise la 8-connexite´.
On de´finit χu1 comme l’ensemble des images constantes sur chaque composante Ωk, j. Avec cette
de´finition, la solution du proble`me (4.5) peut eˆtre calcule´e analytiquement :
u¯|ωk, j = mediane(u2|ωk, j ) (4.6)
Ce type d’algorithme a de´ja` e´te´ utilise´ et analyse´ avec des motivations comple`tement diffe´rentes
(traitement des images couleurs) dans [Caselles et al., 2002]. C’est un algorithme tre`s rapide (moins
de 0.4 secondes sur une image 1000 × 1000 sur un Processeur Intel Xeon a` 1.86 GHz).
Un de´tail important est que cet algorithme est asyme´trique. On peut donc re´soudre le proble`me
suivant :
inf
u∈χu2
(
|u1 − u|l1(X)
)
(4.7)
afin de de´terminer une seconde image de changements c2,1 = u1−u. Cette asyme´trie permet notamment
de de´terminer a` quelle sce`ne appartient un objet de´tecte´ (cf. figure 4.4)
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4.3 Re´sultats et comparaisons
Dans cette section, nous comparons l’approche propose´e avec deux algorithmes classiques : la
projection monotone [Moisan, 2005] et la comparaison des arbres d’ensembles de niveau a` partir de la
FLST (Fast Level Set Transform) [Monasse et Guichard, 2000; Ballester et al., 2000]. Le premier est
un outil fondamental en traitement d’images. Le second est fonde´ sur des principes assez similaires
aux noˆtres. Nous commenc¸ons par les de´crire brie`vement, puis nous les comparons sur des images de
synthe`se ainsi que des images re´elles.
4.3.1 Description d’approches alternatives
Projection monotone
La projection monotone (de´crite dans [Moisan, 2005]) est similaire a` une e´galisation globale de
contraste des deux images. Nous l’avons choisie car elle est plus ge´ne´rale que les e´galisations de
contraste line´aires couramment utilise´es [Radke et al., 2005; Wiemker, 1997]. On suppose a` nouveau
que les deux images peuvent eˆtre e´crites comme suit :
u1 = uS 1 ,L1u2 = uS 1 ,L2 + c1,2 (4.8)
La projection monotone s’appuie sur l’hypothe`se suivante : deux images de la meˆme sce`ne prises
sous des conditions d’illuminations diffe´rentes diffe´rent uniquement par un changement de contraste
global et monotone. Ceci implique que uS 1 ,L2 = g ◦ uS 1 ,L1 ou` g : R → R est une fonction croissante.
Pour de´terminer les changements, on cherche alors la fonction g qui minimise l’e´nergie suivante :
g = arg min
gcroissante
(
|g ◦ u1 − u2|2X
)
(4.9)
Finalement, on pose c1,2 = g ◦ u1 − u2. Le proble`me (4.9) peut eˆtre re´solu en O(n) ope´rations ou` n
est le nombre de pixels [Moisan, 2005] avec un algorithme simple.
Comparaison des arbres d’ensembles de niveau
Les auteurs de [Ballester et al., 2000; Monasse et Guichard, 2000] proposent un algorithme inva-
riant aux changements de contraste pour la de´tection de changements. Cet algorithme est proche du
noˆtre e´tant donne´ qu’il fait appel aux lignes de niveau.
Le principe de l’algorithme est le suivant : premie`rement, chaque image est de´compose´e en un
arbre de “formes” (les composantes connexes des ensembles de niveau). La figure 4.5 repre´sente
la FLST de deux fonctions constantes par morceaux. Les deux arbres sont ensuite compare´s. On
conside`re qu’une forme dans l’arbre de u1 appartient aussi a` l’arbre de u2 s’il existe une forme dans
cet arbre qui a approximativement les meˆmes moments (barycentre, aire,. . .). Sur la figure 4.5, les
formes sans correspondance sont celles posse´dant l’e´tiquette 2. Les images de changements c1,2 et
c2,1 sont alors recompose´es a` partir des formes sans correspondance. Nous renvoyons le lecteur a`
[Ballester et al., 2000; Monasse et Guichard, 2000] pour de plus amples de´tails.
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4.3.2 Re´sultats sur des images de synthe`se
Afin d’illustrer les re´sultats pre´sente´s dans ce chapitre, nous avons de´veloppe´ une application
OpenGL, permettant de ge´ne´rer des sce`nes correspondant a` notre mode`le. Elle permet de visualiser
facilement ces sce`nes sous des conditions d’illumination diffe´rentes. Les images en haut de la fi-
gure 4.3 montrent des prises de vues de deux sce`nes “urbaines”. Dans cet exemple, quelque baˆtiments
ont disparu ou apparu, certains ont e´te´ de´place´s et enfin, quelques-uns ont e´te´ modifie´s.
Dans cet exemple jouet, la sce`ne n’appartient pas a` Ξ car un des baˆtiments est un doˆme. Les
autres hypothe`ses de notre mode`les sont satisfaites. Les re´sultats de de´tection de la figure 4.4 montrent
clairement les avantages de notre me´thode :
– Le re´sultat de l’algorithme de projection monotone est peu satisfaisant. Un changement global
de contraste ne peut pas reproduire les inversions locales de radiome´trie dues aux changements
de direction d’illumination. Ceci explique la grande quantite´ de fausses alarmes sur les toits en
forme de dents de scie par exemple.
– Les mauvais re´sultats de la FLST sont plus subtils. Premie`rement, dans nos simulations, nous
comparons les formes uniquement a` partir de leurs barycentres et leurs surfaces. Ces caracte´ristiques
sont trop simples pour donner des re´sultats satisfaisants. Dans [Monasse et Guichard, 2000], les
auteurs sugge`rent l’utilisation de moments d’ordre supe´rieur. Ceci pre´sente l’inconve´nient de
devoir re`gler plus de parame`tres et d’augmenter les temps de calculs. De plus, meˆme munis
d’une bonne mesure de comparaison, la me´thode devrait e´chouer parce que la FLST n’est pas
invariante aux changements d’illumination. Par exemple, la figure 4.5 montre une image d’un
toit simple a` deux versants. Les FLST de l’image sous deux illuminations diffe´rentes sont loin
d’eˆtre identiques. Quelque soit la mesure de comparaison, cet algorithme de´tectera la forme
labe´lise´e “2” comme change´e.
– Le re´sultat de notre algorithme est beaucoup plus convaincant. On remarque qu’il e´choue au
niveau du doˆme (fausses alarmes dues a` la courbure gaussienne non nulle). Ceci e´tait pre´visible
e´tant donne´ que le doˆme n’est pas une surface de´veloppable. Plusieurs lignes de niveau sont
de´tecte´es comme change´es. Ceci est duˆ au fait que les lignes de niveau ne sont que quasi-
invariantes, comme on l’a montre´ dans le chapitre pre´ce´dent. Entre les deux prises de vue, le
baˆtiment au toit en forme de cylindre en haut au milieu a bouge´ le long de son axe. Seules les
parties qui ne se recouvrent pas on e´te´ de´tecte´es. Sur cet exemple, il faut clairement interpre´ter
la sce`ne pour de´tecter tout le baˆtiment.
4.3.3 Re´sultats sur des images de te´le´de´tection
On s’inte´resse maintenant a` des images re´elles. Les hypothe`ses que nous avons e´mises sur la
surface des sce`nes ne sont valables qu’a` des e´chelles importantes. Les tuiles des toits, par exemple,
peuvent rarement eˆtre conside´re´es comme de´veloppables tandis qu’a` grande e´chelle le toit satisfait
cette hypothe`se. Pour appliquer l’algorithme que nous avons de´crit pre´ce´demment, on commence donc
par de´composer u1 et u2 en une partie texture´e et une partie ge´ome´trique. On travaille uniquement sur
la partie ge´ome´trique. Dans nos simulations, nous avons utilise´ le mode`le de de´composition de Rudin-
Osher-Fatemi [Rudin et al., 1992b]. Jusqu’a` pre´sent, nous n’avons pas conside´re´e les ombres dans
notre mode`le. Les re´gions ombrage´es sont uniquement e´claire´es par la lumie`re ambiante. Leur inten-
site´ radiome´trique peut eˆtre conside´re´e comme de l’ordre d’un dixie`me de celle des re´gions e´claire´es
par la lumie`re du soleil. On peut facilement retirer les changements duˆs aux ombres en retirant les
changements de faible intensite´. Des techniques plus sophistique´es pour de´tecter les ombres ont e´te´
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Fig. 4.3 – Exemple jouet. Haut : Deux images sous des conditions diffe´rentes d’illumination, avec
quelques changements sur les sce`nes. Bas : ve´rite´s de terrain (les changements sont indique´s en vert).
4.3 Re´sultats et comparaisons 139
Fig. 4.4 – Exemple jouet. Premie`re ligne, de´tection de changements en utilisant notre algorithme.
Deuxie`me ligne : de´tection de changements en utilisant l’algorithme de projection monotone.
Troisie`me ligne : de´tection de changements en utilisant la FLST.
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Fig. 4.5 – Haut : images d’un toit simple a` deux versants sous deux illuminations diffe´rentes. Bas :
FLST de chaque image.
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propose´es [Watanabe et al., 1998].
Nous proposons des comparaisons sur deux paires d’images Quickbird. Les trois me´thodes de´pendent
d’un seuil. On fournit donc des courbes ROC (courbes de caracte´ristiques d’efficacite´) pour comparer
les performances des algorithmes quand les seuils varient. Les ve´rite´s de terrain ont e´te´ faites a` la
main.
Ae´roport d’Abidjan
Sur cette image, la de´tection de changement est assez aise´e et les trois algorithmes donnent de
bons re´sultats. Compare´ aux deux approches utilise´es pour les comparaisons, notre algorithme donne
des re´sultats satisfaisants, avec peu de faux ne´gatifs et encore moins de faux positifs, et ce en tre`s
peu de temps (3 secondes au total pour cette image). Notre implantation de la FLST ne donne pas de
re´sultats satisfaisants compare´s aux autres approches. Ceci est probablement duˆ au fait que nous ne
comparons que les aires et barycentres des zones. Les courbes ROC (cf. figure 4.8) montrent que notre
algorithme est sensiblement plus performant que les autres approches. Par exemple, pour obtenir 85 %
de vrais positifs, on obtient 5 % de fausses alarmes, alors qu’a` taux e´gal de vrais positifs les autres
algorithmes ge´ne`rent tous deux plus de 20 % de fausses alarmes.
Les principales causes d’e´chec de notre algorithme sont les erreurs de recalage : quelques lignes
peintes sur la piste ne sont pas recale´es parfaitement et quelques parois d’immeubles ne coı¨ncident pas
exactement. Enfin quelques fausses alarmes sont dues aux changement saisonniers de la ve´ge´tation
autour du parking.
Ville de Pe´kin
Ce couple d’images est beaucoup plus difficile a` traiter que le pre´ce´dent. En effet, des modifica-
tions importantes ont eu lieu sur la sce`ne entre les deux prises de vue. Aussi, nous n’avons pu proposer
qu’une ve´rite´ de terrain a` une e´chelle grossie`re. Notre algorithme donne ne´anmoins des re´sultats glo-
balement satisfaisants. Avec un seuil correctement choisi, on obtient 75 % de vrais positifs avec 25 %
de fausses alarmes. Les autres me´thodes ge´ne`rent un taux de fausses alarmes bien supe´rieur. Les me-
sures fournies sur les courbes ROC (figure 4.10) sont discutables e´tant donne´e la pre´cision de la ve´rite´
terrain. Une inspection visuelle me`ne cependant a` la meˆme conclusion. Les seuls re´sultats exploitables
semblent eˆtre ceux fournis par notre algorithme.
4.4 Conclusion et perspectives
Dans cette partie, nous avons caracte´rise´ les sce`nes qui produisent des images dont les lignes de
niveau sont invariantes aux changements d’illumination. Ce re´sultat the´orique nous a permis de de´finir
un algorithme simple de de´tection de changements. Cet algorithme donne des re´sultats satisfaisants
par rapport aux techniques existantes. Ses taux de bonne de´tection sont a` peu pre`s de 75 % sur des
sce`nes difficiles avec seulement 25 % de fausses de´tections. Nous pensons que cet algorithme simple
et rapide pourrait eˆtre inclu dans un syste`me de de´tection plus e´volue´ utilisant plusieurs tests pour
prendre une de´cision. En l’e´tat il peut de´ja` assister efficacement une de´tection manuelle des change-
ments. Nous espe´rons que le formalisme introduit - appuye´ par les re´sultats nume´riques pre´sente´s -
encouragera d’autres chercheurs a` proposer des algorithmes de de´tection de changements reposant sur
des me´thodes variationnelles.
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Fig. 4.6 – Images Quickbird (61 cm de re´solution) de l’ae´roport d’Abidjan. Haut : l’ae´roport le
04/02/2003 et le 07/07/2003. Bas : ve´rite´s de terrain (les changements sont indique´s en vert).
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Fig. 4.7 – Images Quickbird (61 cm de re´solution) de l’ae´roport d’Abidjan. Premie`re ligne : de´tection
de changements en utilisant notre algorithme. Deuxie`me ligne : de´tection de changements en utilisant
une projection monotone. Troisie`me ligne : de´tection de changements en utilisant la FLST.
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Fig. 4.8 – Courbes ROC pour l’ae´roport d’Abidjan.
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Fig. 4.9 – Images Quickbird (61cm de re´solution) de Pe´kin. Premie`re ligne : Pe´kin en 2001 (gauche)
et 2003 (droite). Deuxie`me ligne - gauche : ve´rite´ de terrain (les changements sont indique´s en vert) -
droite : De´tection de changements en utilisant notre algorithme. Troisie`me ligne - gauche : de´tection
de changements en utilisant un projection monotone - droite : de´tection de changements en utilisant la
FLST.
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Fig. 4.10 – Courbes ROC pour le couple d’images de la banlieue de Pe´kin.
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Fig. 4.11 – Et voici la solution du proble`me propose´ en introduction... En haut : trouvez les sept
diffe´rences. En bas : la solution obtenue par notre algorithme de de´tection.
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Annexe A
Annexes
A.1 Discre´tisation du gradient et de la divergence (couleur)
Dans cette partie, pour simplifier les notations, on note u(i, j, k) la valeur de u au pixel (i, j) du
canal k. nx et ny repre´sentent les nombres de pixels dans les directions horizontales et verticales res-
pectivement.
Pour discre´tiser le gradient, on utilise le sche´ma aux diffe´rences finies de premier ordre suivant (il
a e´te´ introduit dans [Chambolle, 2004]). Pour u ∈ X :
(∇u)(i, j, k) = ((∂1u)(i, j, k), (∂2u)(i, j, k)) (A.1)
∇u est un e´le´ment de Y .
(∂1u)(i, j, k) =
{
u(i + 1, j, k) − u(i, j, k) si1 i < nx
0 si i = nx
(A.2)
(∂2u)(i, j, k) =
{
u(i, j + 1, k) − u(i, j, k) si j < ny
0 si j = ny (A.3)
Cette de´finition permet de de´finir la divergence correctement par dualite´ en imposant :
< ∇u, p >Y= − < u, div(p) >X (A.4)
Un calcul relativement simple donne :
(div(p))(i, j, k) =

p1(i, j, k) − p1(i − 1, j, k) si 1 < i < nx
p1(i, j, k) si i = 1
−p1(i − 1, j, k) si i = nx
+

p2(i, j, k) − p2(i, j − 1, k) si 1 < j < ny
p2(i, j, k) si j = 1
−p2(i, j − 1, k) si j = ny
(A.5)
Il est a` noter que l’ope´rateur div est surjectif de Y dans X − {(γ, γ, ..., γ), γ ∈ R}.
De plus on peux montrer (en adaptant tre`s peu la preuve de [Chambolle, 2004]) que ||div||2 ≤ 2
√
2,
et ce inde´pendamment du nombre de canaux. Cette estime´e est ajuste´e.
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A.2 Projections sur des boules lp ponde´re´es (p ∈ {1, 2,∞})
Dans tout le manuscrit, on suppose que la projection sur des boules lp ponde´re´es est faisable. Cer-
tains ope´rateurs de projection ne sont pas triviaux a` imple´menter. Nous proposons donc des solutions
a` ce proble`me. Nous notons K = {y ∈ X, |λ(y − f )|p ≤ α}, ou` λ est une matrice diagonale dont les
e´le´ments λi appartiennent a` [0,∞]. Le proble`me de la projection sur K peut s’e´crire :
ΠK(x) = arg min
{y∈K}
(
|y − x|22
)
(A.6)
Soit y¯ la solution de (A.6). Une premie`re remarque importante, valide pour tout p est que si λi = 0,
alors y¯i = xi. Si λi = ∞ alors y¯i = fi. Dans tous les algorithmes, la premie`re e´tape consiste donc a` fixer
ces valeurs connues. Ceci nous permet de restreindre notre attention au cas ou` λi ∈]0,∞[.
A.2.1 Projection sur une boule l∞ ponde´re´e
Le projecteur est celui sur des boules l∞. Il s’e´crit sous forme analytique :
y¯i =
 xi si |λi( fi − xi)| ≤ αfi + xi− fi|xi− fi | αλi sinon (A.7)
A.2.2 Projection sur une boule l1 ponde´re´e
Apre`s un changement de variables, la projection sur une boule l1 s’e´crit :
ΠK(x) = arg min
{u,|λu|1≤α}
|u − x|22 (A.8)
avec λi ∈]0,∞[ et α > 0.
– Si |λx|1 ≤ α, alors u¯ = x.
– Dans les autres cas, l’existence et l’unicite´ du minimiseur re´sulte de la forte convexite´ de |u− x|22
et de la convexite´ de K. Il existe σ ∈ [0,∞[ tel que la solution de (A.8) est donne´e par la solution
du proble`me lagrangien suivant :
ΠK(x) = arg min
u∈Rn
|u − x|22 + σ|λu|1 (A.9)
La solution de ce proble`me s’e´crit de fac¸on analytique :
u(σ)i =
{
xi − sgn(xi)σλi2 si |xi| ≥ σλi2
0 sinon (A.10)
Soit Ψ(σ) = |λu(σ)|1. Notre proble`me consiste a` trouver σ¯ tel que Ψ(σ¯) = α. Ψ est une fonction
convexe (donc continue) et de´croissante. De plus Ψ(0) = |λx|1, et limσ→∞Ψ(σ) = 0. D’apre`s le
the´ore`me des valeurs interme´diaires, pour tout α ∈ [0, |λx|1], il existe σ¯ tel que Ψ(σ¯) = α.
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Ψ(σ) =
n∑
i=1
|λiu¯i| (A.11)
=
∑
i,|xi |≥σλi/2
λi(|xi| − σλi/2) (A.12)
=
∑
i,yi≥σ
λi|xi| − σλ2i /2 (A.13)
avec yi = 2|xi |λi . Maintenant il est important de remarquer que Ψ est une fonction de´croissante
par morceaux line´aire. Les changements de coefficient directeurs ne peuvent intervenir qu’aux
valeurs σ = y j. Un algorithme pour calculer σ¯ est donc le suivant :
Algorithme A.1: Projection sur une boule l1 ponde´re´e
Entre´e : x un vecteur a` projeter, λ = diag(λi) avec λi ∈ R+∗ , α ∈ R+
Sortie : u¯ la projection de x sur {u ∈ X, |λx|l1X ≤ α}
de´but
Pour i ∈ [1..n], calculer yi = 2|xi |λi . [O(n) ope´rations]
Utiliser un tri rapide, pour trouver la permutation j telle que k → y j(k) soit croissante.
[O(n)log(n) ope´rations]
Calculer les sommes partielles : Ψ(y j(k)) = E(k) = ∑ni=k λ j(i) |x j(i)| − y j(k)λ2j(i)2 .
E est de´croissante. [O(n) ope´rations]
– Si E(1) < α, poser a1 = 0, b1 = |λx|1, a2 = y j(1), b2 = E(1). [O(1) ope´rations]
– Sinon, trouver ¯k tel que E(¯k) ≥ α et E(¯k + 1) < α.
Poser a1 = y j(¯k), b1 = |E(¯k)|1, a2 = y j(¯k+1), b2 = E(¯k + 1). [O(n) ope´rations]
Poser σ¯ = (a2−a1)α+b2a1−b1a2b2−b1 . [O(1) ope´rations]
Poser u¯ = u(σ¯) en utilisant (A.10). [O(n) ope´rations]
fin
A.2.3 Projection sur une boule l2 ponde´re´e
La projection sur une boule l2 ponde´re´e (une ellipsoı¨de) s’e´crit :
ΠK(x) = arg min
{y,|λy|22≤α}
|y − x|22 (A.14)
Contrairement aux cas l∞ et l1, nous ne proposons pas de solution exacte a` ce proble`me. Nous
proposons un algorithme qui me`ne a` des solutions ayant une pre´cision machine en des temps line´aires
par rapport au nombre de variables.
– Premie`rement, on remarque que y¯ = x si |λx|22 ≤ α.
– Sinon, on peut montrer en utilisant des multiplicateurs de Lagrange qu’il existe un parame`tre
σ¯ > 0 tel que la solution de (A.14) s’e´crive :
y¯i =
x
σ¯|λi|2 + 1
(A.15)
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De plus on sait que |λy¯|22 = α. Soit Ψ(σ) =
∑n
i=1 | λixiσ|λi |2+1 |
2
2. On recherche un parame`tre σ¯ tel que
Ψ(σ¯) = α. On peut montrer que Ψ est convexe de´croissante. Pour trouver σ¯ on peut utiliser la
me´thode de Newton. Elle s’e´crit :
1. Poser k = 0, σk = 0.
2. Calculer αk = Ψ(σk).
3. Calculer βk = Ψ′(σk) = −2∑ni=1 λ4i x2i(σkλ2i +1)3 .
4. Poser σk+1 = σk + (α−α
k )
βk
.
5. Poser k = k + 1, revenir a` 2 jusqu’a` ce que |αk − α| ≤ ǫ.
6. Poser y¯ = x
σk |λ|2+1 .
En the´orie ce sche´ma converge de fac¸on quadratique. Dans toutes nos expe´riences sur la de´convolution,
nous n’avons jamais eu besoin de plus de 15 ite´rations pour obtenir une solution ayant un pre´cision a`
10−15. Les ellipsoides sont de´ge´ne´re´es dans ce cas. Le nombre moyen d’ite´rations est 6. La projection
sur une boule l2 ponde´re´e est donc tre`s rapide.
A.3 Une me´thode rapide de´taille´e de A a` Z : De´composition d’images
Dans cette partie, on de´taille entie`rement la de´marche qui permet de re´soudre le proble`me de Y.
Meyer de fac¸on efficace, en utilisant la technique de re´gularisation variable et le sche´ma optimal de
minimisation de Y. Nesterov [Nesterov, 2005a; Nesterov, 2007a]. La me´thode de´crite dans [Nesterov,
2005a] est particulie`rement longue a` expliquer et a` de´crire. On se contente donc de montrer ici son
principe ge´ne´ral ainsi que sa particularisation au proble`me de Y. Meyer. On souhaite re´soudre le
proble`me suivant :
min
x∈Q1
( f (x)) (A.16)
ou` Q1 est un ensemble convexe ferme´ borne´ de X et f est convexe sur Q1. On suppose de plus que f
est une fonction qui s’e´crit sous la forme :
f (x) = ˆf (x) +max
u∈Q2
(
〈Ax, u〉Y − ˆφ(x)
)
(A.17)
ou` ˆf est convexe sur Q1, Q2 est un ensemble convexe ferme´ borne´, ˆφ est une fonction convexe sur Q2
et A : X → Y est une transforme´e line´aire. Le proble`me adjoint a` (A.16) s’e´crit sous la forme :
max
u∈Q2
(φ(u)) (A.18)
φ(u) = − ˆφ(u) + min
x∈Q1
(
〈Ax, u〉Y + ˆf (x)
)
(A.19)
On a de plus φ(u) ≤ f (x) ∀(u, x) ∈ Y × X (la diffe´rence f (x) − φ(u) est le saut de dualite´). L’ide´e
de la me´thode propose´e dans [Nesterov, 2005a] est la suivante :
– Remplacer f , par une fonction re´gularise´e fµ2 ≤ f .
– Remplacer φ, par une fonction re´gularise´e φµ1 ≥ φ.
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– Ge´ne´rer une suite de parame`tres (µk1, µk2) et de points (xk, uk) tels que :
fµ2(xk) ≤ φµ1(uk) (A.20)
lim
k→∞
µk1 = limk→∞ µ
k
2 = 0 (A.21)
L’auteur appelle la condition (A.20) saut de dualite´ excessif.
Nous de´taillons maintenant le principe de cette me´thode sur le proble`me de de´composition en
texture et en ge´ome´trie de Y. Meyer. On a vu pre´ce´demment que ce proble`me peut eˆtre re´e´crit sous la
forme :
min
|x|l∞ (Y)≤α
(
|∇(I − div x)|l1(Y)
)
(A.22)
Dans ce proble`me I ∈ X est l’image multispectrale a` de´composer. X = Rnx ×Rny ×Rnc ou` nc est le
nombre de canaux de l’image. On a aussi Y = Rnx × Rny × Rnc × 2. ∇ : X 7→ Y est la discre´tisation du
gradient. En utilisant les notations introduites pre´ce´demment, on a :
Q1 = {x ∈ Y, |x|∞ ≤ α} (A.23)
f (x) = |∇(I − div x)|1 (A.24)
A = −∇div (A.25)
ˆφ(u) = 〈∇I, u〉Y (A.26)
Q2 = {x ∈ Y, |x|∞ ≤ 1} (A.27)
ˆf (x) = 0 (A.28)
A.3.1 Approximations diffe´rentiables
Pour trouver une approximation diffe´rentiable des fonctions primales et duales, on utilise la re-
marque du paragraphe 2.3.4. Il faut choisir deux fonctions fortement convexes. On choisit des fonc-
tions du type |x|
2
Y
2
1
. Notons :
fµ2(x) = max
u∈Q2
(
〈Ax, u〉Y + 〈∇I, u〉Y
µ2
2
|u|2Y
)
(A.29)
D’apre`s le the´ore`me 2.8, fµ2 est une approximation diffe´rentiable de la fonction couˆt primale f .
On peut re´gulariser la fonction duale de la meˆme fac¸on :
φµ1(u) = 〈∇I, u〉X + min
x∈Q1
(
〈Ax, u〉Y +
µ1
2
|x|2Y
)
(A.30)
Ces deux proble`mes peuvent eˆtre re´solus de manie`re analytique :
1apre`s avoir liste´ les fonctions fortement convexes les plus classiques, on se rend compte qu’il n’est pas inte´ressant
nume´riquement d’en choisir une autre.
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Proposition 1.6. Le maximum (A.29) est atteint pour :
uµ2 (x) = ΠQ2
(
Ax + ∇ f
µ2
)
(A.31)
De plus, fµ2 est Lipschitz diffe´rentiable de constante L1 =
||A||2
µ2
et on a :
∇ fµ2(x) = A∗ΠQ2
(
Ax + ∇ f
µ2
)
(A.32)
Enfin, si on note D2 = max
u∈Q2
(
1
2
|u|2Y
)
=
n
2
, l’approximation fµ2 satisfait ∀x ∈ Q1, f (x) − µ2D2 ≤
fµ2(x).
Proposition 1.7. Le minimum (A.30) est atteint pour :
xµ1(u) = ΠQ1
(
−A
∗u
µ1
)
(A.33)
De plus, φµ1 est Lipschitz diffe´rentiable, de constante de Lispchitz L2 =
||A||2
µ1
et on a :
∇φµ1(u) = Axµ1(u) + ∇I (A.34)
Enfin, si on note D1 = max
x∈Q1
(
1
2
|x|2Y
)
=
nα2
2
, l’approximation φµ1 satisfait ∀u ∈ Q2, φµ1(u) ≤
φ(u) + µ1D1.
A.3.2 Sche´ma de minimisation
Dans son article [Nesterov, 2005a], l’auteur propose une strate´gie pour maintenir le saut de dualite´
excessif (A.20) tout en re´duisant les parame`tres de re´gularisation. Notons 2 :
Tµ2(x) = arg min
y∈Q1
(
〈∇ fµ2(x), y − x〉Y +
L1
2
|y − x|2Y
)
(A.35)
= ΠQ1
(
x − ∇ fµ2(x)
L1
)
(A.36)
Notons aussi :
S µ1(u) = arg max
v∈Q2
(
〈∇φµ1(u), v − u〉Y −
L2
2
|v − u|2Y
)
(A.37)
= ΠQ2
(
u +
∇φµ1(u)
L2
)
(A.38)
On obtient alors le re´sultat de convergence suivant :
2c’est une descente de gradient sur le proble`me primal re´gularise´
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Proposition 1.8. L’algorithme (A.2) assure que :
f (x¯) − φ(u¯) ≤ 4||A||
N
√
D1D2 (A.39)
C’est donc la` encore un algorithme en O
(
1
k
)
. Son inte´reˆt par rapport aux techniques pre´sente´es
dans la section 4.3 est que le parame`tre de re´gularisation ne doit pas eˆtre choisi en fonction du nombre
d’ite´rations. Ceci simplifie son utilisation.
Algorithme A.2: Technique de saut de dualite´ excessif applique´e au proble`me de Y. Meyer
Entre´e : Le nombre d’ite´rations N, un point de de´part x0 ∈ Q1.
Sortie : x¯ une estime´e de x∗.
de´but
Poser µ1 =
2||A||
α
, µ2 = ||A||α
Calculer x¯ = Tµ2(x0) et u¯ = uµ2(x0).
pour k allant de 0 a` N faire
τ = 2k+3
si k est pair alors
λ1 =
2
k+1 , µ1 = λ1||A||/α.
λ2 =
2
k+2 , µ2 = λ2||A||α.
L1 = ||A||2/µ2, L2 = ||A||2/µ1.
xˆ = (1 − τ)x¯ + τxµ1(u¯).
u¯ ← (1 − τ)u¯ + τuµ2 (xˆ).
x¯ ← Tµ2(xˆ).
fin
si k est impair alors
λ1 =
2
k+2 , µ1 = λ1||A||/α.
λ2 =
2
k+1 , µ2 = λ2||A||α.
L1 = ||A||2/µ2, L2 = ||A||2/µ1.
uˆ = (1 − τ)u¯ + τuµ2(x¯).
x¯ ← (1 − τ)x¯ + τxµ1(uˆ).
u¯ ← S µ1(uˆ).
fin
fin
fin
A.4 Et la couleur ?
Nous avons travaille´ re´gulie`rement sur le proble`me de la restauration d’images multi-spectrales
au cours de la the`se. Les premiers re´sultats obtenus ne sont pas suffisamment satisfaisants pour publi-
cation. Nous continuerons donc de travailler sur ce sujet pendant l’anne´e de post-doc a` venir. Nous
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tenons simplement a` pre´ciser ici que tous les sche´mas propose´s permettent de re´soudre de fac¸on tri-
viale les proble`mes a` base de variation totale couleur [Chan et al., 2001; Blomgren et Chan, 1998]. La
variation totale couleur s’e´crit :
TV(u) =
∑
i, j
√∑
k
|(∇u)i, j,k |2 (A.40)
ou` (∇u)i, j,k est la discre´tisation du gradient du k-ie`me canal de u au pixel (i, j). Elle peut se re´e´crire
par dualite´ sous la forme :
TV(u) = max
q∈K
(〈q,∇u〉Y ) (A.41)
ou` 〈·, ·〉Y est le produit scalaire canonique et ∇u ∈ Rnx×ny×nc×2 (nc est le nombre de canaux). Finalement
pour obtenir la variation totale couleur, il suffit de choisir :
K = {q ∈ Y, |qi, j| ≤ 1 ∀(i, j)} (A.42)
avec qi, j ∈ Rnc×2 et | · | est la norme euclidienne de Rnc×2. Tous nos codes fonctionnent avec cette
de´finition de la variation totale couleur. Notons que plusieurs articles ont re´cemment e´te´ publie´s pour
re´soudre les proble`mes a` base de variation totale couleur [Duval et al., 2008; Bresson et Chan, 2007].
Les algorithmes propose´s dans cette the`se sont bien plus performants (⌢¨). Notons tout de meˆme que
les articles [Duval et al., 2008; Bresson et Chan, 2007] contiennent des analyses mathe´matiques plus
fines des proprie´te´s de la variation totale couleur.
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R ´ESUM ´E
Cette the`se contient des contributions en analyse nume´rique et en vision par ordinateur.
Dans une premie`re partie, nous nous inte´ressons a` la re´solution rapide, par des me´thodes de premier ordre, de proble`mes
d’optimisation convexe. Ces proble`mes apparaissent naturellement dans de nombreuses taˆches telles que la reconstruction
d’images, l’e´chantillonnage compressif ou la de´composition d’images en texture et en ge´ome´trie. Ils ont la particularite´
d’eˆtre non diffe´rentiables ou tre`s mal conditionne´s. On montre qu’en utilisant des proprie´te´s fines des fonctions a` minimiser
on peut obtenir des algorithmes de minimisation extreˆmement efficaces. On analyse syste´matiquement leurs taux de conver-
gence en utilisant des re´sultats re´cents duˆs a` Y. Nesterov. Les me´thodes propose´es correspondent - a` notre connaissance - a`
l’e´tat de l’art des me´thodes de premier ordre.
Dans une deuxie`me partie, nous nous inte´ressons au proble`me de la de´tection de changements entre deux images
satellitaires prises au meˆme endroit a` des instants diffe´rents. Une des difficulte´s principales a` surmonter pour re´soudre ce
proble`me est de s’affranchir des conditions d’illuminations diffe´rentes entre les deux prises de vue. Ceci nous me`ne a` l’e´tude
de l’invariance aux changements d’illuminations des lignes de niveau d’une image. On caracte´rise comple`tement les sce`nes
qui fournissent des lignes de niveau invariantes. Celles-ci correspondent assez bien a` des milieux urbains. On propose alors
un algorithme simple de de´tection de changements qui fournit des re´sultats tre`s satisfaisants sur des images synthe´tiques et
des images Quickbird re´elles.
ABSTRACT
This PhD contains contributions in numerical analysis and in computer vision.
In the first part, we focus on the fast resolution, using first order methods, of convex optimization problems. Those
problems appear naturally in many image processing tasks like image reconstruction, compressed sensing or texture+cartoon
decompositions. They are generally non differentiable or ill-conditioned. We show that they can be solved very efficiently
using fine properties of the functions to be minimized. We analyze in a systematic way their convergence rate using recent
results due to Y. Nesterov. To our knowledge, the proposed methods correspond to the state of the art of the first order
methods.
In the second part, we focus on the problem of change detection between two remotely sensed images taken from the
same location at two different times. One of the main difficulty to solve this problem is the differences in the illumination
conditions between the two shots. This leads us to study the level line illumination invariance. We completely characterize
the 3D scenes which produce invariant level lines. We show that they correspond quite well to urban scenes. Then we
propose a variational framework and a simple change detection algorithm which gives satisfying results both on synthetic
OpenGL scenes and real Quickbird images.
